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Resumen
En el presente trabajo se analiza la influencia del espı´n electro´nico sobre la dependencia de
la conductividad ele´ctrica con la temperatura (en particular a bajas temperaturas; es decir, < 90
K), para el caso del cuasicristal icosae´drico monocristalino Al64Cu23Fe13. El estudio de dicha
influencia se realizo´ dentro del marco de la teorı´a de respuesta lineal. Es ası´ que proponiendo
un modelo fenomenolo´gico del tipo gaussiano para la contribucio´n de los espines a la conduc-
tividad espectral se determina el coeficiente cine´tico L11 el cual permite, a la vez, determinar la
dependencia de la conductividad ele´ctrica con la temperatura. Dicho ca´lculo fue realizado tan-
to nume´rica como analı´ticamente. Luego, considerando la regla inversa de Matthiessen, la cual
es va´lida para cuasicristales, se le adiciono´ al te´rmino anterior una expresio´n analı´tica para la
conductividad ele´ctrica (tomada de la Ref. [Landauro 03]) que considera tanto el criterio de es-
tabilizacio´n Hume-Rothery como efectos de hibridizacio´n entre estados sp de aluminio y d de
hierro, pero no efectos de espines. De este modo se obtiene una expresio´n analı´tica para la con-
ductividad ele´ctrica total la cual se encuentra en buen acuerdo con los resultados nume´ricos y con
los valores experimentales (tomados de la Ref. [Dolinsˇek 07]). Ma´s au´n, dicha relacio´n predice
un mı´nimo en la conductividad ele´ctrica a la temperatura de ∼ 19.4 K que esta en buen acuerdo
con el valor experimental de 21 K.
Abstract
The influence of the electronic spin on the temperature-dependent conductivity (in particular
at low temperatures; i.e. < 90 K) is analyzed for the case of the monocrystalline icosahedral
Al64Cu23Fe13 quasicrystal. Within the framework of the linear response theory and after propo-
sing a phenomenological model of Gaussian-type for the contribution of spins to the spectral
conductivity I calculate the kinetic coefficient L11 which allows us to determine the temperature-
dependent conductivity. This calculation was carried out numerically and analytically. Then,
considering the inverse Matthiessen rule (valid for quasicrystals) the previous result is added to
an analytical expression for the conductivity (taken from Ref. [Landauro 03]) that considers both,
the Hume-Rothery stabilization criterium, and hybridization effects between sp states of alumi-
nium and d states of iron, but no effects due to the spins. In this way an analytical expression
for the total conductivity is obtained which is in good agreement with the numerical calculations
and the experimental values (taken from Ref. [Dolinsˇek 07]). Moreover, such analytical relation
predicts a conductivity minimum around the temperature of ∼ 19.4 K, also in good agreement
with the experimental value of 21 K.
Capı´tulo 1
Introduccio´n
Los cuasicristales son una nueva forma del estado so´lido que difiere apreciablemente de las
otras dos formas conocidas, tales como los cristales y amorfos. Ellos poseen simetrı´a rotacional
pero no traslacional y adicionalmente poseen correlaciones de largo alcance. Tambie´n, depen-
diendo de la composicio´n quı´mica, se han encontrado cuasicristales estables (Al-Cu-(Fe/Co/Ru)
[Grushko 04]) y metaestables (Al-Mn [Shechtman 84] y Al-(V/Cr/Fe) [Grushko 04]).
Cabe mencionar tambie´n que el descubrimiento de los cuasicristales, en particular la fase me-
taestable Al-Mn descubierta por Shechtman y colaboradores [Shechtman 84] en 1984, provoco´
una crisis en la cristalografı´a cla´sica. Antes de ello se sabı´a que cualquier cristal podı´a ser des-
crito completamente usando una celda unitaria y su conjunto de tres vectores ba´sicos. Ma´s au´n,
el famoso cristalo´grafo france´s Bravais demostro´ que, de acuerdo a la simetrı´a traslacional, en
un espacio tridimensional existen so´lo 14 diferentes formas de distribuir los a´tomos. Esto dio
lugar a las bien conocidas estructuras cu´bicas, tetragonales, entre otras (mire [Kittel 93]). De
igual manera, con la condicio´n de teselar 1 el espacio con un nu´mero entero de celdas unitarias,
algunas simetrı´as de rotacio´n eran prohı´bidas. Sin embargo, los cuasicristales poseen algunas de
esas simetrı´as prohı´bidas; por ejemplo, ahora se conocen cuasicristales con simetrı´a octagonal
(V-Ni-Si y Cr-Ni-Si [Wang 87]), decagonal (Al-Cu-Co [Cockayne 98] y Al-Mn [Bendersky 85]),
dodecagonal (Ni-Cr [Ishimasa 85]) e icosae´drica (Al-Mn [Shechtman 84]). Una consecuente ge-
neralizacio´n de la cristalografı´a, a dimensiones mayores que tres, es necesaria para entender estas
nuevas simetrı´as.
Los cuasicristales pueden ser clasificados por su difraccio´n y simetrı´a caracterı´sticas, que
pueden ser obtenidos por las te´cnicas de difraccio´n comunes para cristales. De acuerdo a esto
existen tres diferentes clases de cuasicristales:
Cuasicristales uni-dimensionales: Ellos son dados por un apilamiento cuasiperio´dico de
planos perio´dicos 2. Por ejemplo, Al-Cu-Mn, Al-Ni-Si y Al-Cu-Co [He 88].
Cuasicristales bi-dimensionales: Ellos consisten de un apilamiento perio´dico de capas
aperio´dicas de a´tomos. Dentro de este grupo existen diferentes tipos que son clasificados de
1 Es un te´rmino te´cnico que nos indica llenar.
2 Tener en cuenta que dentro de este contexto un cuasicristal uni-dimensional es un so´lido tridimensional y no
un sistema estrictamente unidimensional.
2 1. Introduccio´n
Figura 1.1: Cuasicristales decagonal Al-Ni-Co [Schall 02] (izquierda) e icosae´drico Zn-Mg-Dy
[Feuerbacher 03] (derecha). En e´ste u´ltimo se muestra un so´lo grano con un dia´metro de 7 mm
producido por medio de la te´cnica de flux-growth. Las figuras fueron tomadas de las referencias
citadas.
acuerdo a la simetrı´a de la capa cuasiperio´dica que presenta. Existen cuasicristales que po-
seen simetrı´a octogonal (V-Ni-Si y Cr-Ni-Si [Wang 87]), decagonal (Al-Ni-Co [Schall 02]
y Al-Fe [Fung 86]), dodecagonal (Ni-Cr [Ishimasa 85]), entre otras.
Cuasicristales tri-dimensionales o icosae´dricos: Muestran cuasiperiodicidad en las tres
direcciones espaciales con simetrı´a icosae´drica. El primer cuasicristal que fue obtenido
en el sistema Al-Mn [Shechtman 84] pertenece a esta clase. Otros ejemplos son Al-Cu-
(Fe/Ru/Os) [Tsai 87], Al-Pd-(Mn/Re) [Tsai 90] y Zn-Mg-Dy [Feuerbacher 03].
En la figura 1.1 se muestran los cuasicristales con simetrı´as decagonal Al-Ni-Co (bi-dimensional)
e icosae´drico Zn-Mg-Dy.
Por otra parte los cuasicristales forman parte de la familia de aleaciones meta´licas complejas,
que son sistemas meta´licos basados en estructuras cristalinas con celdas unitarias gigantes que
pueden abarcar ma´s de 1000 a´tomos por celda [Urban 04]. El cuasicristal corresponde a una cel-
da unitaria de dimensio´n infinita con ordenamiento ato´mico aperio´dico [Mizutani 02], teniendo
que las fases cristalinas cercanas al cuasicristal son denominadas aproximantes debido a que
su ordenamiento local y a mediano alcance es similar al del cuasicristal. De este modo se consi-
dera que la estructura de los aproximantes y los cuasicristales correspondientes son similares
en el hiper-espacio (espacio con dimensio´n mayor que tres). Por ejemplo, los cuasicristales ico-
sae´dricos (tri-dimensional), decagonales (bi-dimensional) y uni-dimensionales pueden descri-
birse como perio´dicos en un espacio de seis, cinco y cuatro dimensiones, respectivamente.
Los materiales cuasicristalinos, debido a que poseen cuasiperiodicidad, presentan propie-
dades fı´sicas inusuales. Algunas de ellas se citan a continuacio´n. (i) La caracterı´stica ma´s lla-
3mativa de muchos cuasicristales, una que no puede esperarse para aleaciones compuestas por
ele- mentos meta´licos normales, son los valores muy altos de resistividad ele´ctrica (o muy baja
conductividad ele´ctrica). Para algunos cuasicristales, la conductividad ele´ctrica es menor que
la conductividad meta´lica mı´nima de Mott, 200 (Ω cm)−1, para la transicio´n metal-aislante
[Biggs 90]. (ii) La conductividad ele´ctrica se incrementa con el desorden y con la temperatu-
ra, que es un comportamiento opuesto al que se presenta en los metales. (iii) La resistividad
ele´ctrica y otros para´metros de transporte son extremadamente sensibles a pequen˜os cambios en
la composicio´n quı´mica de la muestra (mire [Pierce 93a]). Por ejemplo, la resistividad ele´ctri-
ca, a 4 K, de Al65Cu20Ru15 es 30000 μΩcm mientras que la de Al68Cu17Ru15 es 5600 μΩcm
[Biggs 90]. (iv) La resistividad ele´ctrica de estos materiales se incrementa al remover los defec-
tos (es decir, mejorar su calidad estructural) por tratamiento te´rmico, que tambie´n es un com-
portamiento opuesto al que se presenta en los metales. Por ejemplo, la resistividad ele´ctrica, a
4 K, de Al62Cu25,5Fe12,5 se incrementa de 5500 μΩcm a 7500 μΩcm por mejoramiento estruc-
tural [Berger 94]. (v) Una fuerte e inusual dependencia en la temperatura del coeficiente Hall y
termopotencia [Biggs 90, Biggs 91, Pierce 93a], y baja conductividad te´rmica es tambie´n obser-
vada (por ejemplo, para el cuasicristal Al70,8Pd20,9Mn8,3, a 300 K, es 1.6 W/m-K [Pope 99]).
(vi) Propiedades magne´ticas son estudiadas en cuasicristales que tienen una concentracio´n gran-
de de a´tomos de metal de transicio´n [Stadnik 99]. (vii) Cuasicristales bi-dimensionales con si-
metrı´a decagonal exhiben propiedades fı´sicas anisotro´picas. Por ejemplo, la resistividad ele´ctri-
ca tiene caracterı´sticas meta´licas a lo largo de la direccio´n perio´dica y muestra un comporta-
miento no meta´lico en los planos cuasiperio´dicos (mire [Poon 92]). (viii) Una baja densidad de
estados electro´nicos (pseudogap) en la energı´a de Fermi se observa en muchos cuasicristales
[Stadnik 97]. La interpretacio´n de estas propiedades es un gran desafı´o puesto que la cuasiperio-
dicidad excluye el uso de conceptos ba´sicos bien establecidos por la invarianza traslacional de
materiales perio´dicos.
La pregunta fundamental de co´mo reacciona un electro´n ante la presencia de un potencial
cuasicristalino es de sumo intere´s. Es sabido que un electro´n se comporta balı´sticamente (como
una onda de Bloch) ante la presencia de un potencial perio´dico y que el desorden induce al
electro´n a localizarse. En cuasicristales se habla de una nueva tendencia del electro´n hacia un
estado crı´tico, el cual convive con estados extendidos y localizados. Este nuevo cara´cter del
electro´n trae como consecuencia sorprendentes e inesperadas propiedades de transporte en cua-
sicristales. Por ejemplo, (como se menciono´ arriba) los cuasicristales con alta calidad estructural,
tales como las aleaciones Al-Cu-Fe y Al-Pd-Mn, tienen propiedades de conduccio´n no conven-
cionales. Esto es sorprendente dado que al formar una aleacio´n de metales, resulta que se obtiene
un material cuya conductividad ele´ctrica es varios o´rdenes de magnitud menor que la de sus ele-
mentos constituyentes, por ejemplo sus conductividades pueden ser menores que 150-200 (Ω
cm)−1 (mire [Mayou 93]). Ma´s au´n, la conductividad ele´ctrica se incrementa con el desorden y
con la temperatura, que es un comportamiento opuesto al que se presenta en los metales. Otro
ejemplo puede ser la termopotencia que tiene valores grandes, puede ser positiva o negativa e
incluso puede hacer transiciones de valores negativos a positivos al incrementar la temperatura
[Biggs 90, Pierce 93a]. Otros comportamientos inusuales han sido encontrados en otros coefi-
cientes de transporte; por ejemplo, los valores de la conductividad te´rmica son menores que 10
W/m-K para temperaturas dentro del rango de 2 a 1000 K (para mayores detalles mire [Tritt 01]).
4 1. Introduccio´n
En cierto sentido la propiedad ma´s inesperada en los cuasicristales es la llamada regla inversa
de Matthiessen [Mayou 93, Madel 00], la cual nos dice que la conductividad ele´ctrica resultante
es la suma de las conductividades debido a cada mecanismo de transporte. Esto es opuesto a
lo que sucede con los metales normales donde el incremento de la resistividad debido a varias
fuentes de dispersio´n es aditiva (mire [Ashcroft 76]).
Otro punto importante que hay que notar es el magnetismo que presentan algu-
nos cuasicristales, por ejemplo el sistema Al-Pd-Mn [Stadnik 99, Dolinsˇek 02] y el cuasicristal
Al64Cu23Fe13 [Dolinsˇek 07] presentan magnetismo intenso y de´bil, respectivamente. Esto con-
lleva a que en dichos materiales se presente un mı´nimo en la conductividad ele´ctrica. Feno´meno
similar que fue observado en la resistividad ele´ctrica de las aleaciones meta´licas con impurezas
de metal de transicio´n diluidas donde dependiendo de la concentracio´n del metal de transicio´n se
da´ el efecto Kondo o la interaccio´n RKKY 3 (mire [Mizutani 01]).
El intere´s por emplear cuasicristales para aplicaciones tecnolo´gicas ha ido en aumento en los
u´ltimos an˜os. La propiedad ma´s excitante, estudiada tanto experimental [Pope 99, Bilusˇic´ 01]
como teo´ricamente [Macia´ 00], es que estos materiales son potenciales candidatos para aplica-
ciones termoele´ctricas, debido a la baja conductividad te´rmica, 1-3 W/m-K a temperatura am-
biente, la cual es poco sensitiva a pequen˜os cambios en la composicio´n quı´mica y los altos va-
lores de la termopotencia (por ejemplo, la termopotencia de los cuasicristales Al62,5Cu24,5Fe13 y
Al70,8Pd20,9Mn8,3, a T = 300 K, es aproximadamente 45 μV/K [Pierce 93b] y 85 μV/K [Pope 99],
respectivamente) ası´ como tambie´n su amplio rango de conductividades, 0.01-10000 (Ω cm)−1
(por ejemplo, el sistema Al-Pd-Re es el ma´s resistivo con una conductividad del orden de 0.01
(Ω cm)−1). Ası´, ya se encuentran en el mercado sartenes recubiertas con cuasicristales que son,
comparadas con sartenes de teflo´n, ma´s eficientes. Otras propiedades para aplicaciones indus-
triales son su bajo coeficiente de friccio´n [Dubois 00, Brunet 00], alta dureza [Wolf 01], baja
energı´a superficial [Dubois 00, Belin 00] y buena resistencia al desgaste [Sordelet 98]. Ma´s au´n,
los cuasicristales son potenciales candidatos para aplicaciones en cata´lisis [Yoshimura 02].
El objetivo del presente trabajo es analizar la influencia del magnetismo (de los espi-
nes en particular) en la conductividad ele´ctrica del cuasicristal icosae´drico Al64Cu23Fe13 en
un regime´n de bajas temperaturas (menores que 90 K). Basa´ndonos en la regla inversa de
Matthiessen se propone un modelo fenomenolo´gico para la conductividad debido a la contribu-
cio´n de los espines. Comparando los resultados con los datos experimentales (tomados de la Ref.
[Dolinsˇek 07]) se observa que hay un buen acuerdo entre ambos. Ma´s au´n, el modelo predice la
temperatura a la cual se presenta un mı´nimo en la conductividad.
El plan de trabajo que seguiremos es el siguiente. En el capı´tulo 2 se revisan algunos concep-
tos ba´sicos, tales como las te´cnicas para medir y calcular la conductividad ele´ctrica, y la influen-
cia del magnetismo en el transporte electro´nico. En el capı´tulo 3 se presentan las propiedades
electro´nicas de los cuasicristales, poniendo e´nfasis en el so´lido icosae´drico Al64Cu23Fe13. Por
ejemplo, se comenta sobre el pseudogap que presentan dichos materiales y se presentan algunos
modelos para la conductividad espectral. Tambie´n se propone un modelo para la conductividad
espectral tomando en cuenta la contribucio´n de los espines y se muestran los resultados que este
modelo ofrece. En el capı´tulo 4 se presentan las conclusiones de la tesis.
3 La notacio´n RKKY se refiere a Ruderman, Kittel, Kasuya y Yosida.
Capı´tulo 2
Conceptos ba´sicos
En este capı´tulo se discute brevemente como se mide la conductividad ele´ctrica ası´ como
algunos modelos que permiten su ca´lculo, tales como la teorı´a de electrones libres, teorı´a se-
micla´sica, entre otras. Finalmente se presenta un breve repaso del magnetismo y como influye
e´ste en la resistividad ele´ctrica.
2.1. Te´cnicas para medir la conductividad ele´ctrica
La conductividad ele´ctrica es la constante de proporcionalidad entre la densidad de corriente
ele´ctrica j que fluye a lo largo de la muestra y el campo ele´ctrico externo E que promueve el
flujo de los transportadores de carga:
j = σ E. (2.1)
E´sta ecuacio´n se conoce como la ley de Ohm.
La constante de proporcionalidad en la Ec. (2.1); es decir, la conductividad ele´ctrica, se define
como la capacidad que tiene un material para conducir la corriente ele´ctrica.
La conductividad ele´ctrica se obtiene de la inversa de la resistividad ele´ctrica, la cual e´sta
se mide tı´picamente por el me´todo de cuatro puntas: dos contactos para medir la corriente y
otros dos para la medida del voltaje (ver figura 2.1), otro me´todo usual de medida de resistividad
ele´ctrica es el de Van der Pauw, en el que la muestra puede ser de forma arbitraria (aunque
homoge´nea en composicio´n y espesor) y los contactos se pueden tomar en cualquier punto del
contorno. La u´nica restriccio´n es que la muestra ha de ser delgada. La principal ventaja del
me´todo de cuatro puntas es que nos permite eliminar el efecto de las resistencias de los cables y
contactos en la lectura de la diferencia de potencial sobre la muestra.
En el caso ma´s simple, teniendo una muestra homoge´nea e isotro´pica, y adema´s en forma de
paralelepı´dedo (mire figura 2.1), el ca´lculo de la resistividad ele´ctrica esta´ dado por:
ρ = R
LC
d
, (2.2)
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Figura 2.1: Configuracio´n convencional de los contactos para medir la resistividad ele´ctrica de
una muestra en la forma de un paralelepı´dedo. I corresponde a la corriente de entrada y V voltaje
de respuesta.
donde R representa la resistencia ele´ctrica y es obtenida de la ley de Ohm 1, R = V/I . En
general, este me´todo exige que la distancia entre los extremos, por donde pasa la corriente, sea
suficientemente grande en relacio´n a d para que ası´ la corriente sea homoge´nea en la regio´n
central (d), donde se mide el voltaje.
En lo que sigue, discutimos varios modelos para calcular la conductividad ele´ctrica.
2.2. Modelos para el ca´lculo de la conductividad ele´ctrica
En esta seccio´n tratamos con diferentes modelos para calcular la conductividad (o resisti-
vidad) ele´ctrica bajo el enfoque de diferentes puntos de vista. Modelos tales como la teorı´a
de electrones libres, teorı´a semicla´sica de la conductividad ele´ctrica y el formalismo de Kubo-
Greenwood.
2.2.1. Teorı´a de los electrones libres
i) Modelo de Drude
En los comienzos del siglo XX, con posterioridad al descubrimiento del electro´n, fueron
numerosos los investigadores que trataron de explicar la conductividad ele´ctrica de los metales
basa´ndose en el movimiento de los electrones de conduccio´n casi libres. Entre ellos puede citar-
se los trabajos de P. Drude, en 1902, y H. A. Lorentz, en 1909. Ellos suponı´an que el transporte
de carga se llevaba a cabo mediante un movimiento de electrones a trave´s de un gas cla´sico de los
1 Si tenemos un material homoge´neo e isotro´pico la Ec. (2.1) se convierte en R = V/I .
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mismos (mire [Mott 36]). Drude propuso un modelo que consiguio´ varios e´xitos, especialmente
la deduccio´n de la forma de la ley de Ohm y de la relacio´n entre la conductividad ele´ctrica y
te´rmica (razo´n de Wiedemann−Franz, descubierta en 1853 (mire [Ziman 63])). No obstante, la
teorı´a de Drude falla a la hora de explicar la capacidad te´rmica [Ashcroft 76] y la suceptibilidad
magne´tica de los electrones de conduccio´n.
En su modelo Drude asume que los electrones libres obedecen la estadı´stica de Maxwell-
Boltzmann y adema´s hace algunas suposiciones [Ashcroft 76], tales como:
La interaccio´n de un electro´n con los otros (electrones) y con los iones es despreciable.
El desprecio de las interacciones eletro´n-electro´n y electro´n-io´n es conocido como las
aproximaciones de electrones independientes y electrones libres, respectivamente.
Las colisiones son eventos instanta´neos que abruptamente alteran la velocidad de un electro´n.
Un electro´n experimenta una colisio´n con una probabilidad por unidad de tiempo 1/τ
(τ -tiempo de relajacio´n). Esto significa que la probabilidad de que un electro´n sufra una
colisio´n en algu´n intervalo de tiempo infinitesimal dt es dt/τ , adema´s τ se considera in-
dependiente de la posicio´n y velocidad.
Los electrones alcanzan el equilibrio te´rmico con su vecindad so´lo a trave´s de las colisio-
nes.
Bajo el enfoque de Drude la conductividad ele´ctrica es expresada como [Ashcroft 76]
σ =
ne2τ
m
, (2.3)
donde n es el nu´mero de electrones por unidad de volumen, e carga del electro´n, τ tiempo de
relajacio´n y m la masa del electro´n.
La Ec. (2.3) nos dice que la conductividad ele´ctrica de un material depende so´lo de dicho
material y no; por ejemplo, de la forma del conductor.
Como se menciono´ anteriormente el modelo de Drude no puede explicar propiedades como
la capacidad te´rmica ni la susceptibilidad magne´tica de los electrones de conduccio´n, entre otras.
En el caso de los metales, estas limitaciones no se deben a la aproximacio´n de electrones libres,
sino que son ma´s bien debidas al empleo de la funcio´n de distribucio´n de Maxwell-Boltzmann.
ii) Modelo de Sommerfeld para un metal
Despue´s que Pauli formulara el principio de exclusio´n fue necesario tomarlo en cuenta para
describir los estados electro´nicos de los a´tomos. Sommerfeld aplico´ el principio de exclusio´n de
Pauli al gas de electrones libres y resuelve las anomalı´as te´rmicas del modelo de Drude.
El modelo de Sommerfeld no es ma´s que el modelo de gas de electrones de Drude so´lo con
la modificacio´n de que la distribucio´n de velocidades electro´nicas es tomada por la funcio´n
de distribucio´n de Fermi-Dirac (que toma en cuenta el principio de exclusio´n) en lugar de
la funcio´n de distribucio´n de Maxwell-Boltzmann (mire [Ashcroft 76]).
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Sin embargo, el modelo de Sommerfeld aunque utiliza la ecuacio´n de Schro¨dinger, con un
potencial constante (igual a cero para la aproximacio´n de electrones libres), no puede explicar sa-
tisfactorı´amente la diferencia entre metales y aislantes ni el hecho que algunos materiales tienen
coeficiente de Hall positivo, entre otros (para mayores detalles mire [Ashcroft 76]). Para explicar
estas dificultades se introduce la teorı´a semicla´sica.
2.2.2. Teorı´a semicla´sica de la conductividad ele´ctrica
La teorı´a de Bloch extiende la teorı´a de electrones libres en equilibrio te´rmico de Sommerfeld
al caso en el que se considera un potencial perio´dico (no constante).
En este enfoque se utiliza la aproximacio´n del tiempo de relajacio´n (mire [Ashcroft 76]) y
se continu´a asumiendo que un electro´n experimenta una colisio´n en un intervalo de tiempo
infinitesimal dt con probabilidad dt/τ , pero ahora permitiendo la posibilidad que las
colisiones dependan de la posicio´n, r, vector de onda, k, e ı´ndice de banda, n, del electro´n:
τ = τn(r,k).
Bajo la aproximacio´n del tiempo de relajacio´n y utilizando las ecuaciones de transporte de
Boltzmann el tensor 2 de conductividad ele´ctrica se expresa como [Ashcroft 76]
σ = e2
∫
dk
4π3
τ(ε(k))v(k)v(k)
{
− ∂f
∂ε
}
ε=ε(k)
, (2.4)
donde v(k) es la velocidad media de un electro´n en un nivel con vector de onda k y f es la
funcio´n de distribucio´n de Fermi-Dirac.
La Ec. (2.4) nos dice que para un material anisotro´pico la conductividad ele´ctrica es un tensor;
es decir, una matriz, esto es debido a que para una estructura crislalina general la densidad de
corriente ele´ctricaj no necesariamente es paralela al campo ele´ctrico externo E (mire Ec. (2.1)).
Pero cuando tenemos un material isotro´pico el tensor de conductividad ele´ctrica se reduce a
un tensor diagonal cuyos elementos de la diagonal principal esta´n dados por la Ec. (2.3) (para
mayores detalles mire [Ashcroft 76]).
Por otro lado, la Ec. (2.4) se puede reescribir 3 como [Ashcroft 76]
σ =
∫
σˆ(ε)
{
− ∂f
∂ε
}
dε, (2.5)
donde
σˆ(ε) = e2τ(ε)
∫
dk
4π3
δ(ε−ε(k))v(k)v(k) (2.6)
2 En realidad es una matriz cuadrada de orden 3x3.
3 Teniendo en cuenta que
∫
τ(ε) δ(ε−ε(k)) dε = τ(ε(k)).
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es conocida como la conductividad espectral. Debemos notar que σˆ(ε) (mire Ec. (2.5)) contiene
las caracterı´sticas ma´s relevantes del material bajo estudio (es decir, es intrı´nsica del material)
puesto que, el te´rmino entre llaves, −∂f/∂ε, es conocido.
La Ec. (2.6) se puede reescribir como
σˆ(ε) = 2e2
∫
dk
(2π)3
δ(ε−ε(k))
[
τ(ε)v(k)v(k)
]
(2.7)
= 2e2
{∫
dk
(2π)3
δ(ε−ε(k))
}
〈τv2〉 (2.8)
que en forma compacta esta expresa por
σˆ(ε) = 2
e2
Ω
nˆ(ε)Dˆ(ε). (2.9)
La Ec. (2.9) se conoce comu´nmente como la relacio´n de Einstein, donde
nˆ(ε) = Ω
∫
dk
(2π)3
δ(ε−ε(k)) (2.10)
es la densidad de estados electro´nicos, DOS, Ω es el volumen del sistema y
Dˆ(ε) = 〈τv2〉 (2.11)
es la difusividad electro´nica (〈 〉 expresa el promedio sobre todos los k con energı´a ε).
Ma´s adelante se presentara´n algunos modelos para la conductividad espectral.
2.2.3. Fo´rmula de Kubo-Greenwood
Las expresiones para la conductividad ele´ctrica obtenidas anteriormente no son va´lidas cuan-
do los procesos de dispersio´n son fuertes y la trayectoria libre promedio de los electrones de con-
duccio´n llega a ser del orden de la distancia ato´mica (mire por ejemplo [Mott 93, Mizutani 01]).
Esto significa, que el electro´n no tiene comportamiento balı´stico (como una onda de Bloch)
y la suposicio´n de una sola dispersio´n falla. Por otro lado, la fo´rmula de Kubo-Greenwood
[Kubo 57, Greenwood 58] nos permite calcular la conductividad ele´ctrica dentro del marco de
la teorı´a de respuesta lineal. E´sta teorı´a en te´rminos generales de puede expresar como: de la
ley de Ohm tenemos j = σ( E) E, donde en general σ depende del campo ele´ctrico externo
E, σ( E) = σ0+σ1 E+σ2 E
2+ · · · . Si se considera un campo ele´ctrico de´bil, se tiene: σ( E) ≈ σ0
y esto es lo que se conoce, en te´rminos generales, como la teorı´a de respuesta lineal (para mayo-
res detalles mire [Mahan 90]).
La fo´rmula de Kubo-Greenwood a diferencia de la fo´rmula de Boltzmann (Ec. (2.4)) no ha-
ce ninguna suposicio´n con respecto al cara´cter (localizado o no) de los estados. Adema´s, esta
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fo´rmula toma en cuenta la dispersio´n multiple y describe correctamente los efectos de hibridiza-
cio´n con los orbitales d-ato´micos en las propiedades de la conductividad. En resumen, la fo´rmula
de Kubo-Greenwood proporciona un tratamiento meca´nico cua´ntico de la conductividad ele´ctrica
dentro de la aproximacio´n de una partı´cula (es decir, en la aproximacio´n de electrones indepen-
dientes). Ası´ dentro del formalismo de Kubo-Greenwood, la conductividad ele´ctrica se expresa
por medio de la Ec. 2.5
σ =
∫
σˆ(ε)
{
− ∂f
∂ε
}
dε,
y la conductividad espectral esta´ dada por [Kubo 57, Greenwood 58]
σˆ(ε) = 2
πe2
Ω
∑
i,j
|〈i|v|j〉|2δ(ε− εi)δ(ε− εj), (2.12)
donde |i〉 es la funcio´n de onda electro´nica con el autovalor de energı´a εi. El factor 2 considera
ambas componentes de espı´n, Ω es el volumen del sistema y v es el operador velocidad.
Por otra parte, estudios experimentales de la resistividad ele´ctrica en cuasicristales muestran
que estos exhiben peculiares comportamientos que au´n no esta´n completamente comprendidos
[Poon 92, Rapp 99]. Las resistividades a 4 K son del orden ∼ 100−500μΩcm para cuasicris-
tales metaestables desordenados, Al-Mg-(Ag/Cu) (mire [Poon 92]), ∼ 800μΩcm para el primer
cuasicristal icosae´drico (i) estable descubierto Al-Cu-Li (mire [Poon 92]) y∼(1−3)x104 μΩcm
para los cuasicristales icosae´dricos termodina´micamente estables y estructuralmente perfectos,
tales como i-Al-Cu-(Fe/Ru) y i-Al-Pd-Mn (por ejemplo, 10000 μΩcm para Al62,5Cu25Fe12,5
[Klein 91] y 30000 μΩcm para Al65Cu20Ru15 [Biggs 90]). Estos valores son extremadamente
altos para materiales que contienen ∼ 60−70 at. % de elementos meta´licos (comu´nmente Al).
En comparacio´n, los metales amorfos tienen resistividades de menos de 100μΩcm, y los metales
cristalinos alcanzan resistividades de unos pocos μΩcm, debido a los defectos o fonones (mire
[Mizutani 01]). Adema´s la resistividad ele´ctrica del cuasicristal incrementa al disminuir los de-
fectos por tratamiento te´rmico (es decir, cuanto ma´s perfecto, estructuralmente, sea el cuasicris-
tal e´ste tendra´ mayor resistividad ele´ctrica en comparacio´n a los que tienen defectos) [Janot 94].
Por ejemplo, la resistividad ele´ctrica, a 4 K de Al62Cu25,5Fe12,5 incrementa de 5500μΩcm a
7500μΩcm por mejoramiento estructural [Berger 94]. Ma´s au´n, la resistividad ele´ctrica decrece
cuando aumenta la temperatura que es contrario a lo que se espera en metales. Por ejemplo, la
razo´n de resistividades, ρ(4 K)/ρ(300 K), para el cuasicristal Al65Cu20Ru15 es 4 [Biggs 90].
Una propiedad interesante, encontrada experimentalmente, es que la conductividad ele´ctrica
bulk 4 de cuasicristales [Mayou 93] y de las pelı´culas finas [Madel 00] siguen una regla inversa
de Matthiessen
σ(T ) = σ0 +σ(T ), (2.13)
4 Palabra en ingle´s que indica volumen para distinguir a la superficie.
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donde σ0 depende so´lo de la muestra (es decir, de la composicio´n y calidad estructural de la mues-
tra) a T = 0 K y σ(T ) es un te´rmino universal (tal como lo mencionan Mayou y colabora-
dores [Mayou 93]). Es importante notar que la regla inversa de Matthiessen es contraria a la de
los metales donde se tiene una regla correspondiente para la resistividad, ρ(T ) = ρ0 +ρ(T )
(mire [Ashcroft 76]). La regla de Matthiessen (Matthiessen, 1862) nos dice que la resistividad
ele´ctrica resultante en la presencia de varios mecanismos de dispersio´n, por ejemplo, la disper-
sio´n de los electrones por los fonones o impurezas, es simplemente la suma de las resistividades
debido a cada tipo de dispersio´n separadamente, es decir, como si cada uno estuviera actuando
so´lo en la ausencia de los otros (mire [Ziman 62]). Fenomenolo´gicamente la regla inversa de
Matthiessen, va´lida para cuasicristales, se puede expresar como en la ecuacio´n (2.13), la
cual nos dice que la conductividad ele´ctrica resultante es la suma de las conductividades
debido a cada mecanismo de transporte.
En el presente trabajo se analiza, bajo el enfoque de la regla inversa de Matthiessen, la
influencia del espı´n electro´nico 5 en la conductividad ele´ctrica. Ası´ la conductividad ele´ctrica
total se puede expresar como la suma de dos te´rminos independientes
σ(T ) = σdia(T ) + σspin(T ), (2.14)
donde σdia(T ) es la conductividad ele´ctrica debido so´lo al transporte de carga ele´ctrica y σspin(T )
es la conductividad ele´ctrica debido so´lo a la influencia del espı´n electro´nico. Es por esto que en
la siguiente seccio´n se hace un repaso breve del magnetismo y su relacio´n con la conductividad
(o resistividad) ele´ctrica.
2.3. Magnetismo
El magnetismo es inseparable de la meca´nica cua´ntica, ya que un sistema puramente cla´sico
en equilibrio te´rmico no puede poseer momento magne´tico incluso en un campo magne´tico (para
una deduccio´n formal de esto ver [Hernando 01]). El momento magne´tico de un a´tomo libre
tiene tres orı´genes principales: el espı´n que afecta a los electrones, el momento angular orbital
alrededor del nu´cleo y el cambio del momento orbital producido por la aplicacio´n de un campo
magne´tico. Ası´ el momento magne´tico del a´tomo sera´ el vector suma de todos los momentos
electro´nicos y del nu´cleo, y de ello surgen dos posibilidades:
1. El momento de todos los electrones esta´n distribuidos al azar tal que ellos se cancelan
uno a uno, y el a´tomo como un todo no tiene momento magne´tico neto. A las sustancias
compuestas de a´tomos de este tipo se les llama diamagne´ticas.
2. La cancelacio´n de los momentos electro´nicos es solamente parcial y el a´tomo tiene un
momento magne´tico neto. A las sustancias compuestas de a´tomos de este tipo se les llama
para-, ferro-, ferri- o antiferromagne´ticas.
5 No se considera la contribucio´n del espı´n nuclear debido a que dicha contribucio´n es mucho menor con respecto
a la del espı´n electro´nico.
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A continuacio´n se describe brevemente las diversas clases de magnetismo que presentan los
materiales 6 de acuerdo al orden magne´tico que dichos materiales presenten.
2.3.1. Orden magne´tico
Segu´n el orden magne´tico las clases de magnetismo son:
Diamagnetismo
Una sustancia es diamagne´tica si el campo magne´tico, que se le aplica a dicha sustancia,
induce un momento magne´tico que se opone al campo aplicado. Generalmente las sustancias
son diamagne´ticas cuando los a´tomos constituyentes presentan capas electro´nicas llenas. Por
ejemplo, los gases nobles He, Ne, Ar, . . . , que tienen capas electro´nicas llenas, son todos dia-
magne´ticos; los gases poliato´micos, tales como H2, N2, . . . , debido al proceso de formacio´n de
la mole´cula usualmente tienen capas electro´nicas llenas; por eso no tienen momento magne´tico
neto por mole´cula. Lo mismo sucede con el so´lido io´nico NaCl que presenta diamagnetismo al
no tener momento magne´tico.
Paramagnetismo
Las sustancias paramagne´ticas poseen momentos magne´ticos intrı´nsicos tal que e´stos esta´n
distribuidos aleatoriamente en todo el so´lido. Ası´, cuando se aplica un campo magne´tico a la
sustancia, estos momentos se alinean paralelamente al campo externo (como se puede apreciar
en la figura 2.2). E´sto comu´nmente se presenta en las sustancias cuyos a´tomos constituyentes
presentan capas electro´nicas incompletas. Por ejemplo, el a´tomo de sodio que tiene la capa s
incompleta es paramagne´tico. Lo mismo ocurre con el o´xido nı´trico gaseoso (NO).
6 Para una descripcio´n simple y detallada de dia-, para- y ferromagnetismo mire [Feynman 72].
Figura 2.2: Los momentos magne´ticos estan distribuidos al azar (imagen de la izquierda), y
cuando se le aplica un campo magne´tico estos momentos se alinean paralelamente al campo
externo (imagen de la derecha).
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Figura 2.3: Disposicio´n de los momentos magne´ticos para materiales ferro- (a), antiferro- (b) y
ferrimagne´ticos (c).
Ferromagnetismo
Un cuerpo ferromagne´tico posee un momento magne´tico esponta´neo incluso en ausencia de
campo magne´tico. Esto sugiere que los espines electro´nicos y los momentos magne´ticos esta´n
dispuestos de una manera regular (mire figura 2.3.a).
Antiferromagnetismo
La estructura antiferromagne´tica corresponde a un alineamiento de los momentos segu´n una
direccio´n pero que alterna su sentido segu´n nos desplazamos en la direccio´n perpendicular a
una familia de planos cristalogra´ficos, es decir, los momentos magne´ticos vecinos se alinean
antiparalelamente todos con la misma magnitud tal que e´stos se cancelan mutuamente (como
se puede apreciar en la figura 2.3.b). Estas estructuras se caracterizan por una compensacio´n
exacta del momento al sumarse la contribucio´n de las dos subredes, por lo que estos materiales
no presentan imanacio´n esponta´nea.
Ferrimagnetismo
Los momentos magne´ticos vecinos se alinean antiparalelamente pero no con la misma mag-
nitud, es decir, son antiferromagne´ticos no compensados (mire figura 2.3.c).
2.3.2. Interacciones magne´ticas
A continuacio´n consideramos los diferentes tipos de interacciones magne´ticas que permi-
ten a los momentos magne´ticos en un so´lido interactuar unos con otros y producir en algunos
materiales un orden magne´tico de largo alcance.
Interaccio´n dipolar magne´tica
En todo sistema magne´tico esta´ siempre presente una interaccio´n entre momentos magne´ticos
llamada interaccio´n dipolar magne´tica. Dos dipolos magne´ticos cla´sicos m1 y m2 separados por
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r tienen una energı´a igual a
ε =
μ0
4πr3
[
m1 · m2 − 3
r2
(m1 · r)(m2 · r)
]
(2.15)
que depende de su separacio´n y de su grado de alineamiento mu´tuo. Estimando el orden de
magnitud de este efecto para |m1,2| ≈ 1μB (∼ un magneto´n de Bohr) y r ≈ 1A˙ obtenemos
≈ 10−23 J que es equivalente a 1 K en temperatura 7. Como sabemos, para muchos materiales
el orden magne´tico persiste a temperaturas altas (del orden de 1000 K para algunos materiales),
entonces la interaccio´n dipolar magne´tica es muy de´bil para ser la principal protagonista de este
ordenamiento magne´tico, por tanto tenemos que considerar otras interacciones alternativas.
Interaccio´n de intercambio
Las interacciones de intercambio son nada ma´s que interacciones coulombianas entre fermio-
nes y surgen debido a que cargas del mismo signo gastan energı´a cuando ellas se acercan y guar-
dan energı´a cuando ellas se alejan. Este mecanismo fue primeramente evidenciado por Heitler
y London en su tratamiento de la mole´cula de hidro´geno [Heitler y London (1927)], que pue-
de ser resumida en un modelo simple de dos electrones. La funcio´n de onda conjunta tiene que
ser antisime´trica porque los electrones son fermiones. Luego una parte de la funcio´n de onda
correspondiente al espı´n es un estado singleto S = 0 (antisime´trico) cuando su parte espacial
es sime´trica, o un estado tripleto de espı´n S = 1 (sime´trico) cuando su parte espacial es anti-
sime´trica. Considerando la ecuacio´n de Schro¨dinger para las dos partı´culas, obtenemos energı´as
diferentes para cada uno de estos estados, εs para el estado singleto y εt para un estado tripleto.
Como S1 · S2 = −34 para un estado singleto mientras que S1 · S2 = 14 para un estado tripleto,
entonces podemos presentar la energı´a total como
Hˆ = 1
4
(εs + 3εt)− (εs − εt)S1 · S2. (2.16)
Esto es la suma de un te´rmino constante y un te´rmino que depende del espı´n. La integral de
intercambio J se define como
J =
εs − εt
2
=
∫
ψ∗a(r1)ψ
∗
b (r2) Hˆψa(r2)ψb(r1)dr1dr2, (2.17)
donde ψa(r2) y ψb(r1) son los estados del primer y segundo electro´n respectivamente, y por eso
el te´rmino dependiente del espı´n en el hamiltoniano puede escribirse como
Hˆspin = −2 J S1 · S2. (2.18)
W. Heisenberg propuso un modelo para generalizar este hamiltoniano a un sistema de muchos
cuerpos, el cual se presenta a continuacio´n
Hˆspin = −
∑
i=j
Jij Si · Sj, (2.19)
7 Esta equivalencia se obtiene dividiendo ε entre kB
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Figura 2.4: Ilustracio´n esquema´tica del (a) intercambio directo, en que los iones magne´ticos
interactu´an debido al sobrelapamiento de sus distribuciones de carga y (b) intercambio indirecto,
en que en la ausencia de solapamiento una interaccio´n magne´tica, entre los momentos magne´ticos
S1 y S2, es mediada por interacciones con los espines, σ, de los electrones de conduccio´n.
el factor 2 se ha omitido por que la sumatoria incluye cada par de espı´n dos veces.
El ca´lculo de la integral de intercambio puede ser complicada en general, pero aqui se men-
cionan algunas caracterı´sticas generales. Primero, si los dos electrones estan en el mismo a´tomo,
la integral de intercambio es usualmente positiva. Esto estabiliza el estado tripleto y asegura un
estado espacial antisime´trico que minı´miza la repulsio´n de Coulomb entre los dos electrones
mantenie´ndolos alejados, adema´s esto es consistente con la primera regla de Hund. Pero cuando
los dos electrones esta´n situados en a´tomos vecinos la integral de intercambio es negativa y esto
favorece al estado singleto (antisime´trico).
A continuacio´n se mencionan dos tipos de intercambio.
A) Intercambio directo
Se conoce como intercambio directo cuando los electrones en a´tomos magne´ticos vecinos
interactu´an vı´a una interaccio´n de intercambio. Se dice que es directo porque la interaccio´n
de intercambio procede sin la necesidad de un intermediario, como se puede ver en la figura
2.4.a.
B) Intercambio indirecto
En metales la interaccio´n de intercambio entre iones magne´ticos puede ser mediada por los
electrones de conduccio´n. Un momento magne´tico de espı´n localizado polariza los electro-
nes de conduccio´n, que a su vez interactu´an con otros espines localizados, transferiendo, de
ese modo, la informacio´n (interaccio´n) a una distancia r. La interaccio´n de intercambio es
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ası´ indirecta por que´ no envuelve acoplamientos directos entre los momentos magne´ticos,
como podemos ver en la figura 2.4.b.
2.3.3. Influencia del magnetismo en el transporte electro´nico
Los feno´menos de transporte se hacen fascinantes cuando el sistema en estudio es llevado a
bajas temperaturas. En esta situacio´n la dispersio´n producida por los fonones disminuye conside-
rablemente, abrı´endo camino a otros mecanismos de dispersio´n, tal como la dispersio´n producida
por las impurezas magne´ticas. Entre ellos se puede nombrar la interaccio´n Kondo, incrementando
el proceso de dispersio´n, y la interaccio´n RKKY 8 disminuyendo el mismo.
Dispersio´n por impurezas magne´ticas
Los feno´menos de transporte ma´s interesantes, envolviendo impurezas magne´ticas, son el
efecto Kondo y la interaccio´n RKKY . Ellos afectan el comportamiento ele´ctrico (en la resisti-
vidad ele´ctrica) y magne´tico (en la susceptibilidad magne´tica) de un metal, presenta´ndose gene-
ralmente a bajas temperaturas. Como se sabe, la conductividad ele´ctrica en una red cristalina
perfecta esta influenciada por los fonones que son generados por las vibraciones de la red. Por
tanto, a T = 0 K, no existen fonones, y en esta situacio´n la conductividad ele´ctrica es considera-
da infinita (ρ → 0), y como los electrones no sufren dispersiones, en consecuencia, aquel sistema
ideal se comportarı´a como si no tuviese disipasio´n de corriente. En un sistema real, donde exis-
ten defectos de la red e impurezas, la dispersio´n de los electrones de conduccio´n es influenciada
por los fonones, por los defectos de la red e impurezas. A bajas temperaturas (T → 0 K), donde
existen pocos fonones, la contribucio´n de los defectos de la red a la resistividad ele´ctrica se sa-
tura en un valor constante (ρ0, conocido como resistividad ele´ctrica residual). En esta situacio´n
la dispersio´n causada por las impurezas serı´a el mecanismo dominante en la resistividad ele´ctri-
ca, generando asimismo interaciones magne´ticas, tales como la interaccio´n indirecta RKKY e
interaccio´n directa Kondo.
i) Interaccio´n RKKY
Esta interaccio´n es del tipo [Grosso 05]
JRKKY = W
J2
εF
cos(2kF r + ϕ0)
r3
, (2.20)
donde W es una contante, εF es la energı´a de Fermi, kF es la constante de Boltzmann, r la
distancia entre los momentos magne´ticos y ϕ0 es una constante de fase.
En esta ecuacio´n vemos que la interaccio´n RKKY es oscilatoria y, dependiendo de la sepa-
racio´n r entre los momentos magne´ticos (ver figura 2.5), el signo de JRKKY puede ser positivo o
negativo. Por tanto, la interaccio´n de orden magne´tico puede ser ferromagne´tica (JRKKY > 0) o
antiferromagne´tica (JRKKY < 0).
8 La notacio´n RKKY se refiere a Ruderman, Kittel, Kasuya y Yosida.
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Figura 2.5: Simulacio´n de la funcio´n JRKKY (mire Ec. (2.20)) para valores arbitrarios de los
para´metros W, J, εF y ϕ0.
Por otro lado, de la ecuacio´n (2.20) vemos que cuando la separacio´n r entre los momentos
magne´ticos es grande, es decir, si el sistema es muy diluido, la interaccio´n RKKY es casi
despreciable; en consecuencia esto da´ paso a otro tipo de interaccio´n, tal como la interaccio´n
Kondo que a continuacio´n se describe.
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Figura 2.6: Dependencia de la temperatura de la resistividad ele´ctrica para cobre (Cu) puro y Cu
conteniendo impurezas de hierro (0.044 % Fe). Figura tomada de [Ziman 62], pag. 345.
ii) Interaccio´n Kondo
Por el an˜o 1930 era bien conocido que en metales la resistividad ele´ctrica disminuye cuando
decrece la temperatura para saturarse en cierto valor ρ0, pero en algunas aleaciones; por ejem-
plo impureza de metal de transicio´n (Fe, Co) en una matriz de metal noble (Cu, Au, Ag), e´ste
efecto no fue observado. Fue ası´ que en sus investigaciones, Meissner y Voigt observaron que
la resistividad ele´ctrica de la aleacio´n Cu-Fe se incrementa cuando se disminuye la temperatura,
presenta´ndose ası´ un mı´nimo en la resistividad ele´ctrica (mire [Ziman 62]). Una representacio´n
de esto puede verse en la figura 2.6. Esta anomalı´a en la resistividad ele´ctrica fue conocida desde
entonces como feno´meno de resistencia mı´nima. Posteriormente a e´sto se presentaron numero-
sos intentos para explicar satisfactoriamente este efecto y fue recie´n en 1964, cuando J. Kondo
[Kondo 64], basado en el modelo de interaccio´n s-d para aleaciones magne´ticas diluidas (en es-
te modelo se asume que ya existe un momento magne´tico local asociado con un espı´n S que
es acoplado via una interaccio´n de intercambio J con los electrones de conduccio´n), muestra,
usando teorı´a de perturbaciones de tercer orden en el acoplamiento J, que esta interaccio´n con-
duce a dispersiones singulares de los electrones de conduccio´n cerca del nivel de Fermi y a una
contribucio´n logT a la resistividad ele´ctrica. En resumen, Kondo obtiene una relacio´n para la
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resistividad ele´ctrica debido a la interaccio´n s-d, que esta dada por
ρspin = c ρ0π
2[nˆ(εF )]
2J2S(S + 1)
[
1 + 4J nˆ(εF ) log
kBT
N
]
, (2.21)
donde c es la concentracio´n de la impureza y nˆ(εF ) es la densidad de estados electro´nicos en la
energı´a de Fermi εF en una banda de ancho 2N .
El te´rmino logT incrementa la resistividad ele´ctrica a bajas temperaturas para un acoplamien-
to antiferromagne´tico y cuando este te´rmino es incluido con la contribucio´n de los fonones a la
resistividad ele´ctrica es suficiente para explicar la resistencia ele´ctrica mı´nima observada. Por
eso, la resistividad ele´ctrica total en aleaciones magne´ticas diluidas se puede expresar como
ρ = ρ0 + AT
5 + B logT, (2.22)
donde ρ0 es la resistividad ele´ctrica residual y, A y B son constantes. Adema´s, la ecuacio´n (2.22)
conduce a un mı´nimo en la resistividad ele´ctrica a la temperatura Tmin = (|B|/5A)1/5.
Este feno´meno es conocido ahora como efecto Kondo.
Cabe mencionar tambie´n que de acuerdo a la concentracio´n de la impureza se puede dar la
interaccio´n RKKY o Kondo. En la figura 2.7 se puede observar que conforme aumenta el % Fe
va desapareciendo el mı´nimo en la resistividad ele´ctrica para dar paso a un ma´ximo en la misma.
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Figura 2.7: Dependencia de la temperatura de la resistividad ele´ctrica para aleaciones fcc Fe-Au.
Las concentraciones son dadas en % Fe. Δρ es la resistividad ele´ctrica de la impureza, definida
como ρaleac − ρAu. Figura tomada de [Mizutani 01], pag. 421.
Capı´tulo 3
Propiedades electro´nicas de i-Al-Cu-Fe
Las caracterı´sticas particulares de la densidad de estados electro´nicos determinan el trans-
porte electro´nico en un sistema dado. En efecto, si uno supone que la difusividad electro´nica no
cambia con la energı´a y usando la relacio´n de Einstein, Ec. (2.9), las caracterı´sticas de la densidad
de estados electro´nicos alrededor de la energı´a de Fermi pueden extrapolarse a la conductividad
espectral y de ahı´ a las propiedades de transporte; por ejemplo, para el caso de la conductividad
ele´ctrica (lo cual se discute ma´s abajo) 1. En este sentido, para entender las anomalı´as de la con-
ductividad ele´ctrica de los cuasicristales es necesario conocer el comportamiento de la densidad
de estados electro´nicos alrededor de la energı´a de Fermi. En lo que sigue se revisa las carac-
terı´sticas de la densidad de estados electro´nicos y las consecuencias que se producen debidas a
ellas en la conductividad ele´ctrica de los materiales cuasicristalinos. Tambie´n se presentan los
modelos para la conductividad espectral en estos sistemas.
3.1. Pseudogap en la densidad de estados electro´nicos
Los cuasicristales presentan altas resistividades relativo a la de los metales, estos valores son
del orden de ∼ 104 μΩcm (para cuasicristales icosae´dricos que son estructuralmente perfectos y
termodina´micamente estables). Por ejemplo, para los sistemas Al-Cu-(Fe/Ru) sus resistividades
son muy cercanas a la de los semiconductores amorfos. Esto es sorprendente dado que al for-
marse una aleacio´n de elementos meta´licos, resulta que se obtiene un material cuya resistividad
es varios o´rdenes de magnitud mayor que la de sus elementos constituyentes. De la relacio´n de
Einstein (mire Ec. (2.9)), tenemos que la conductividad espectral es proporcional al producto
de la difusividad electro´nica y la densidad de estados electro´nicos. Si suponemos que la difusi-
vidad no cambia con la energı´a, entonces la baja conductividad ele´ctrica se podrı´a deber a que
la densidad de estados electro´nicos deberı´a ser muy bajo (pseudogap) o nulo (gap) alrededor
de la energı´a de Fermi (es decir, existen pocos electrones o ninguno en la energı´a de Fermi).
Estudios experimentales (de tunelaje [Davydov 96] y de fotoemisio´n [Stadnik 97]) y teo´ricos
1 Un tratamiento de este tipo fue llevado a cabo por M. Yaro [Yaro 07] para estudiar las diferencias entre los
sistemas cristalinos, cuasicristalinos y amorfos.
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(mediante ca´lculos ab-initio, es decir bajo primeros principios empleando el me´todo LMTO 2
[Fujiwara 89, Fujiwara 91, Trambly 95]) han revelado que dicha caracterı´stica existe en todos
los cuasicristales; es decir, estos presentan un pseudogap del orden de ∼1 eV en la energı´a de
Fermi. Un feno´meno similar asociado a cambios de fase estructural, habı´a sido documentado
de´cadas atra´s en diversas aleaciones meta´licas. Allı´ se habı´a notado que estos cambios ocu-
rren cuando el nu´mero promedio de electrones por a´tomo esta alrededor de 1.6 e/a; a e´sto se le
conoce como regla Hume-Rothery (mire [Mizutani 01]). Los cuasicristales siguen tambie´n dicha
regla. Lo importante de e´sto es que apunta a un mecanismo de estabilizacio´n; es decir, estos
sistemas son fases estabilizadas electro´nicamente. Lo cual significa que de la interaccio´n entre
la superficie de Fermi y la zona Jones (generalizacio´n de la zona de Brillouin para materiales no
cristalinos) resulta un mı´nimo en la densidad de estados electro´nicos (pseudogap) en la energı´a
de Fermi.
Por otro lado, los cuasicristales que tienen metal de transicio´n activo 3 (Mn, Fe, Co, entre
otros) presentan adicionalmente un pseudogap fino alrededor de la energı´a de Fermi del orden
de ∼100 meV. Esto es un resultado de un efecto combinado de la interaccio´n entre la superficie
de Fermi y la zona Jones (efecto Hume-Rothery) y de la hibridizacio´n de los orbitales sp de Al
con los orbitales d del metal de transicio´n activo 4 (mire [Trambly 95]). Esto conlleva a que los
cuasicristales que tienen metal de transicio´n activo tienen mayores resistividades (por ejemplo,
del orden de ∼104 μΩcm en Al-Cu-Fe y Al-Pd-Mn) con respecto a aquellos que tienen metal de
transicio´n pasivo (por ejemplo, de ∼ 800μΩcm en Al-Cu-Li) o aquellos que no tienen metal de
transicio´n. Puesto que los materiales cuasicristalinos tienen orden de largo alcance y no presentan
simetrı´a de traslacio´n (como en el caso de los cristales) no pueden ser tratados por los tres prime-
ros modelos presentados en la seccio´n 2.2. Esto nos lleva a emplear un modelo alternativo para
el ca´lculo de la conductividad ele´ctrica en los sistemas cuasicristalinos. En particular estudiamos
el sistema cuasicristalino Al-Cu-Fe debido a que es estable y es el ma´s estudiado tanto teo´ri-
ca como experimentalmente. Ma´s au´n, se considera que la composicio´n nominal Al64Cu23Fe13
representa la composicio´n icosae´drica ideal [Dolinsˇek 07]. En nuestro estudio de la conducti-
vidad ele´ctrica del sistema Al-Cu-Fe nos basamos en la regla inversa de Matthiessen (Ec.
(2.13)) para analizar la influencia del espı´n electro´nico en la conductividad ele´ctrica de
dicho material. Debido a que este sistema es el ma´s estudiado nuestros resultados podra´n ser
contrastados con resultados experimentales. En la siguiente seccio´n se presenta algunos modelos
para la conductividad espectral.
3.2. Conductividad espectral
De la ecuacio´n (2.5) vemos que la u´nica cantidad relevante del material es la conductivi-
dad espectral, σˆ(ε). Ası´, si se conoce σˆ(ε), esta´ se reemplaza en la ecuacio´n (2.5) y entonces
se obtiene la conductividad ele´ctrica del material. Este procedimiento fue utilizado (entre otros)
2 Siglas de las palabras en ingle´s linear muffin-tin orbitals.
3 Se llama metal de transicio´n pasivo o activo a aquellos metales de transicio´n, que tienen el orbital d lleno o
parcialmente lleno respectivamente.
4 En lo sucesivo se tratara como hibridizacio´n sp-d.
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por Enderby y Barnes proponiendo modelos de σˆ(ε) para semiconductores lı´quidos, Ec. (A.3)
[Enderby 90, Enderby 96]) y para estudiar la transicio´n metal-aislante en semiconductores lı´qui-
dos, Ec. (A.10) [Enderby 94]. Igualmente Dolinsˇek y colaboradores [Dolinsˇek 05] propusieron
un modelo de σˆ(ε) para aleaciones meta´licas complejas en el sistema Al-Pd-Mn, Ec. (A.15).
En el ape´ndice A se muestra los ca´lculos detallados para obtener la conductividad ele´ctrica de
dichos materiales. Como se podra´ notar, la ecuacio´n (2.5) es muy potente para el ca´lculo de la
conductividad ele´ctrica de diferentes sistemas. Para el caso de los cuasicristales, Landauro y Sol-
brig [Landauro 00] propusieron un modelo para la conductividad espectral 5. A continuacio´n se
describe este´ modelo.
3.2.1. Modelo para la conductividad ele´ctrica debido so´lo al transporte de
carga ele´ctrica
Landauro y Solbrig [Landauro 00] propusieron un modelo de la conductividad espectral para
cuasicristales. El modelo que ellos propusieron considera so´lo el transporte de carga ele´ctrica y
no toma en cuenta la influencia del espı´n electro´nico en la conductividad espectral. En lo que
sigue, al modelo que Landauro y Solbrig propusieron lo llamaremos modelo diamagne´tico.
Dicho modelo esta´ dado por la inversa de la suma de dos lorentzianas,
σˆdia (ε) = B
{
1
π
γ1
(ε− δ1)2 + γ21
+ α
1
π
γ2
(ε− δ2)2 + γ22
}−1
. (3.1)
Cada lorentziana esta caracterizada por su altura, 1/(πγi), y su posicio´n, δi, con respecto a la
energı´a de Fermi y α es un factor de peso entre las lorentzianas. Ası´ las dos lorentzianas simulan
dos pseudogaps en la conductividad espectral (mire figura 3.1): un pseudogap ancho (el primer
te´rmino) debido al efecto Hume-Rothery y un pseudogap fino (angosto) debido al efecto de
hibridizacio´n sp-d. Note que si no hubı´era metal de transicio´n en el cuasicristal (α=0, es decir
no hay hibridizacio´n) la primera lorentziana serı´a suficiente para describir a este material.
A continuacio´n se reproduce el procedimiento seguido por Landauro, Macia´ y Solbrig
[Landauro 03] para obtener una expresio´n analı´tica para la conductividad ele´ctrica de estos ma-
teriales. Para ello procedemos como sigue (mire el Ape´ndice A.4.1 para mayores detalles): (i)
introducimos la variable x=β(ε−μ) con β=(kBT )−1. Ası´, la conductividad espectral σˆdia(ε) ≡
σˆdia(x), Ec. (3.1), puede expresarse como
σˆdia(x) = c0P4(x)/P2(x), (3.2)
con c0 = πB(γ1 + αγ2)−1, y los polinomios Pi(x) son definidos en dicho ape´ndice. (ii) Si em-
pleamos una serie de Taylor de P−12 (x) alrededor de la energı´a de Fermi
6, εF , entonces una
forma polinomial de σˆdia(x) es obtenida y el coeficiente cine´tico diamagne´tico, Ec. (A.22), pue-
de ser integrado te´rmino por te´rmino. La serie se trunco despue´s de mantener los cuatro o seis
5 En la referencia [Landauro 02] se pueden encontrar otros modelos propuestos, pero el ma´s aceptable fue el
modelo dado por Landauro y Solbrig [Landauro 00].
6 Es decir, alrededor de x0 = β(εF − μ).
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Figura 3.1: Representacio´n gra´fica de la conductividad espectral diamagne´tica (mire Ec. (3.1)).
Los valores de los para´metros usados son los mismos que usaron Dolinsˇek y colaboradores
[Dolinsˇek 07]; adema´s estos valores se muestran en la primera fila (originales) del cuadro 3.1.
primeros te´rminos. Estas aproximaciones aquı´ se llaman la aproximacio´n cero (AC) y uno (AU),
respectivamente. (iii) Finalmente, para simplificar el resultado se tomo´ μ 	 εF . En resumen,
considerando la AU, se obtiene para la conductividad ele´ctrica
σdia(T ) = σ0[1 + ξ2bT
2 + ξ4b
2T 4 + (g1ξ4 − g2ξ3)b3T 6]. (3.3)
De acuerdo a esta expresio´n, el factor σ0 que aparece en la Ec. (3.3) puede ser interpretado
fı´sicamente como la conductividad ele´ctrica residual del sistema en el lı´mite de temperatura
cero. La fo´rmula para la conductividad ele´ctrica de cuasicristales dado por la Ec. (3.3) esta´ en
buen acuerdo con los resultados experimentales como fue reportado en [Landauro 03] para el
so´lido icosae´drico policuasicristalino y para pelı´culas finas cuasicristalinas [Landauro 04] de la
fase Al62,5Cu25Fe12,5.
Por otra parte, la aplicacio´n del modelo de la conductividad espectral dado por la Ec. (3.1)
da buenos resultados en diferentes sistemas afines al cuasicristal [Landauro 01]. Por ejemplo, en
so´lidos cuasicristalinos i-Al-Cu-Fe, para pelı´culas finas de las fases amorfas y cuasicristalinas de
Al-Cu-Fe [Madel 00, Ha¨ussler 03], para aleaciones amorfas y cuasicristalinas de TMxAl100−x7
[Barzola 07], para el cuasicristal policristalino i-Al63Cu25Fe12 [Smiljanic´ 07] y para el cuasicris-
tal monocristalino i-Al64Cu23Fe13 [Smiljanic´ 07, Dolinsˇek 07]. Tambie´n se aplico´ la ecuacio´n
(3.1) para otros sistemas cuasicristalinos; tales como, para el so´lido icosae´drico [Landauro 02] y
7 TM son las iniciales de Transition Metal, que significa Metal de Transicio´n.
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Figura 3.2: (a) Conductividad ele´ctrica diamagne´tica dependiente de la temperatura para el cua-
sicristal i-Al64Cu23Fe13, donde la curva en azul es obtenida mediante integracio´n nume´rica de la
Ec. (2.5) con la conductividad espectral dada por σˆdia(ε) (Ec. (3.1)) y la curva trazada en cı´rculos
(roja) son los valores experimentales (tomados de la Ref. [Dolinsˇek 07]), y (b) es una ampliacio´n
de la figura (a) pero en el intervalo de temperaturas entre 0-90 K. Los valores de los para´metros
para σˆdia(ε) son los mismos valores que usaron Dolinsˇek y colaboradores [Dolinsˇek 07].
para pelı´culas finas [Ha¨ussler 03] de la fase Al-Pd-Re, y para los so´lidos i-Al65+xCu20−xRu15
(x = 0, 3) [Landauro 02].
Como se observa, el modelo de conductividad espectral dado por la Ec. (3.1) es consis-
tente con los datos experimentales para un amplio nu´mero de materiales cuasicristalinos. Pe-
ro en cuasicristales que presentan magnetismo, tales como el sistema Al-Pd-Mn [Stadnik 99,
Dolinsˇek 02], en los cuasicristales Al65Cu20Mn15 y Al65Cu20Cr15 [Stadnik 99], y en el cuasicris-
tal monocrista-lino i-Al64Cu23Fe13 [Dolinsˇek 07], hay un desacuerdo a bajas temperaturas (por
ejemplo, T < 90 K, para el caso de i-Al64Cu23Fe13) debido a que se presenta un mı´nimo en la
conductividad ele´ctrica (mire figura 3.2).
En la figura 3.2 se presenta la conductividad ele´ctrica dependiente de la temperatura para el
cuasicristal i-Al64Cu23Fe13 8. Se puede ver en dicha figura que se presenta un mı´nimo en la con-
ductividad ele´ctrica, que se atribuye al magnetismo de´bil que presenta dicha muestra (tal como
lo mencionan Dolinsˇek y colaboradores [Dolinsˇek 07]). Precisamente el objetivo del presente
trabajo es analizar e´ste desacuerdo con los valores experimentales. Basa´ndonos en la regla
inversa de Matthiessen (Ec. 2.13) se propone un modelo para la conductividad debido a la
contribucio´n del espı´n electro´nico. Este´ modelo se describe en la siguiente subseccio´n.
8 Dolinsˇek y colaboradores [Dolinsˇek 07] utilizando el me´todo de cuatro puntas obtienen los valores experimen-
tales para la conductividad ele´ctrica del cuasicristal i-Al64Cu23Fe13.
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3.2.2. Modelo para la conductividad ele´ctrica considerando so´lo la
contribucio´n del espı´n electro´nico
De la figura 3.2.b vemos que se presenta un mı´nimo en la conductividad ele´ctrica a la tempe-
ratura, T expmin 	 21 K (donde T expmin representa la temperatura experimental a la cual se presenta un
mı´nimo en la conductividad ele´ctrica). Esto nos dice que a temperaturas menores que T expmin la
conductividad ele´ctrica comienza a aumentar. De la relacio´n de Einstein (Ec. (2.9)) sabemos
que la conductividad espectral es proporcional al producto de la difusividad electro´nica y la den-
sidad de estados electro´nicos. Suponiendo que la difusividad electro´nica no cambia con la
energı´a, como se menciono´ en la seccio´n 3.1, entonces para que aumente la conductividad
ele´ctrica la densidad de estados electro´nicos, y por consiguiente la conductividad espectral,
deben aumentar alrededor de la energı´a de Fermi.
Por otra parte, la conductividad espectral diamagne´tica (Ec. (3.1)) se describe a trave´s de
dos lorentzianas que simulan dos pseudogaps alrededor de la energı´a de Fermi (mire figura 3.1),
la primera debido al efecto Hume-Rothery y la segunda debido al efecto de hibridizacio´n sp-d
(como se menciono´ lı´neas arriba). Entonces, un aumento en la conductividad espectral alrededor
de la energı´a de Fermi puede ser del tipo de una campana. Ası´, empleando la regla inversa de
Matthiessen (Ec. (2.13)) se propone un modelo fenomenolo´gico del tipo gaussiano para la
conductividad espectral por parte del espı´n electro´nico; es decir,
σˆspin(ε) = D exp
{− [(ε− εF )/ν]2} , (3.4)
donde D corresponde a la contribucio´n del espı´n electro´nico a la conductividad ele´ctrica para T
= 0 K y ν (con unidades de energı´a) se espera que sea proporcional a la integral de intercambio
-0,4 -0,2 0 0,2 0,4
ε − εF  (eV)
0
1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
σ d
ia
 
(Ω
 
cm
)-1
(a)
-4 -2 0 2 4
ε − εF  (meV)
0
4
8
12
σ s
pi
n 
(Ω
 
cm
)-1
-8 -4 0 4 8
 ε  − εF  (meV)
230
240
250
260
270
280
290
σ
 (Ω
 cm
)-1
(b)
total
dia
Figura 3.3: (a) Representacio´n gra´fica de las conductividades espectrales diamagne´tica, σˆdia(ε),
y por parte del espı´n electro´nico, σˆspin(ε) (gra´fica interna), y (b) representa la suma de dichas
conductividades espectrales. En esta u´ltima figura se hace una comparacio´n con la contribucio´n
diamagne´tica (curva en tria´ngulos). Los valores de los para´metros usados para obtener estas
gra´ficas se muestran en la segunda fila (modificados) del cuadro 3.1.
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J (ver subseccio´n 2.3.2) para dar cuenta del efecto magne´tico. σˆspin(ε) sumada con σˆdia(ε)
nos proporcionan un aumento en la conductividad espectral total tal como se esperaba y
aprecia en la figura 3.3.
Con este modelo para σˆspin(ε), Ec. (3.4), se puede obtener una relacio´n para la conductividad
ele´ctrica por parte del espı´n electro´nico por medio de la ecuacio´n
σspin(T ) =
∫
dε σˆspin (ε)
{
−∂f (ε, μ, T )
∂ε
}
, (3.5)
para lo cual en la Ec. (2.5) se ha reemplazado σˆ(ε) por σˆspin(ε). Debido a que se cree que este
feno´meno es un efecto tipo Kondo para cuasicristales, se espera obtener una relacio´n similar a la
de Ec. (2.21), para ası´ dar una interpretacio´n fı´sica a los para´metros D y ν. Este ca´lculo escapa
del objetivo del presente trabajo y lo dejamos para un trabajo posterior.
Alternativamente, la Ec. (3.5) puede escribirse como
σspin (T ) =
D
4
∫
e−(
x
η )
2
sech2 (x/2) dx, (3.6)
donde x=β (ε−εF ) con β=(kBT )−1, y η=βν. La integracio´n de la Ec. (3.6) puede realizarse
tanto analı´tica como nume´ricamente. Comparando ambos resultados se determina la ventana de
fiabilidad de los resultados analı´ticos.
La integracio´n analı´tica de la ecuacio´n (3.6) se realizo´ siguiendo dos caminos alternativos los
cuales se presentan como caso I y II en el ape´ndice A.4.2. Vale la pena mencionar que en ambos
casos se aproxima μ 	 εF . A continuacio´n se describe brevemente dichos casos. Para el primer
caso (caso I) se procede como sigue: (i) se expande en serie de Taylor el te´rmino exp [−(x/η)2]
alrededor de x0 =0 (va´lido para x/η< 1, es decir, (ε−εF )<ν), (ii) despue´s de una integracio´n
te´rmino por te´rmino se obtiene la expresio´n dada por
σspin(T ) = D
{
1− π
2
3
(
kBT
ν
)2
+
7π4
30
(
kBT
ν
)4
− 31π
6
126
(
kBT
ν
)6
+ . . .
}
. (3.7)
En la figura 3.4 se muestra el trazo de la expansio´n (Ec. (3.7)), considerando los primeros te´rmi-
nos, con los valores del resultado nume´rico (integracio´n nume´rica de la Ec. (3.6)). Al comparar
estas gra´ficas se observa que esta aproximacio´n no es va´lida, puesto que no se observa con-
vergencia al considerar dos, tres y ma´s te´rminos en la expansio´n para σspin(T ). Ma´s au´n, esta
divergencia es principalmente debido a que, incluso para temperaturas menores que 3 K, se viola
la condicicio´n que se impone para realizar la expansio´n (ε− εF ) < ν.
Para el segundo caso (caso II) se reemplaza el te´rmino sech2(x/2) por d [2 tanh(x/2)] /dx
en la Ec. (3.6), y despue´s de una integracio´n por partes se obtiene
σspin (T ) =
D
η2
∫
xe−(
x
η )
2
tanh (x/2) dx.
Luego se expande en serie de Taylor el te´rmino tanh(x/2) de esta ecuacio´n alrededor de x0 = 0
(va´lido para |x
2
| < π
2
, es decir, |ε−εF | < πkBT valmin, donde T valmin representa la temperatura
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Figura 3.4: Conductividad ele´ctrica por parte del espı´n electro´nico dependiente de la temperatura,
donde la curva de color azul es obtenida mediante integracio´n nume´rica de la Ec. (3.6) y la
otras curvas son obtenidas realizando el trazo de la Ec. (3.7) considerando dos (anaranjado),
tres (negro), cuatro (morado) y cinco (turqueza) te´rminos en la expansio´n. Los valores de los
para´metros son D = 10.2 (Ω cm)−1 y ν = 0.943 meV.
mı´nima de valı´dez de esta´ aproximacio´n). Despue´s de una integracio´n te´rmino por te´rmino se
obtiene la relacio´n dada por
σspin(T ) =
D
√
π
4
{
ν
kBT
− 1
8
(
ν
kBT
)3
+
1
32
(
ν
kBT
)5
− 17
1536
(
ν
kBT
)7
+ . . .
}
. (3.8)
En la figura 3.5 se muestra el trazo de la expansio´n (Ec. (3.8)), considerando los primeros te´rmi-
nos, con los valores del resultado nume´rico (integracio´n nume´rica de la Ec. (3.6)). Al comparar
estas gra´ficas se observa que esta aproximacio´n es va´lida para temperaturas mayores que
T valmin = 8 K. Ma´s au´n, las curvas convergen al trazo de los tres primeros te´rminos. Ası´, en lo
sucesivo consideraremos so´lo esos te´rminos; es decir
σspin(T ) 	 D
√
π
4
{
ν
kBT
− 1
8
(
ν
kBT
)3
+
1
32
(
ν
kBT
)5}
. (3.9)
Por otro lado, se sabe que la AC para σdia(T ) (Ec. (3.3)), tal como se menciona en la Ref.
[Landauro 03], es va´lida hasta temperaturas de ∼ 150 K. Puesto que el objetivo del presen-
te trabajo es analizar el desacuerdo que existe en la conductividad ele´ctrica entre los ca´lculos
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Figura 3.5: Conductividad ele´ctrica por parte del espı´n electro´nico dependiente de la temperatura,
donde la curva de color azul es obtenida mediante integracio´n nume´rica de la Ec. (3.6) y la otras
curvas son obtenidas realizando el trazo de la Ec. (3.8) considerando un (verde), dos (anaranjado),
tres (negro), cuatro (morado) y cinco (turqueza) te´rminos en la expansio´n. Los valores de los
para´metros son D = 10.2 (Ω cm)−1 y ν = 0.943 meV.
nume´ricos y los datos experimentales para temperaturas menores que 90 K la AC es suficiente;
es decir,
σdia(T ) 	 σ0[1 + ξ2bT 2 + ξ4b2T 4]. (3.10)
Si sumamos la Ec. (3.10) con la Ec. (3.9) se obtiene la expresio´n analı´tica para la conduc-
tividad ele´ctrica total
σ(T ) 	 σ0[1 + ξ2bT 2 + ξ4b2T 4] + D
√
π
4
{
ν
kBT
− 1
8
(
ν
kBT
)3
+
1
32
(
ν
kBT
)5}
, (3.11)
donde los tres primeros te´rminos corresponden a la contribucio´n diamagne´tica y los tres restantes
a la contribucio´n de los espines. En la figura 3.6 se muestra un trazo de esta´ ecuacio´n con los
datos experimentales (valores tomados de la Ref. [Dolinsˇek 07]) y con la integracio´n nume´rica
de la Ec. (2.5) con σˆ(ε) dado por la suma de σˆdia(ε) y σˆspin(ε); es decir, la integracio´n nume´rica
de la Ec. (3.12)
σ(T ) =
∫ [
σˆdia(ε) + σˆspin(ε)
]{
−∂f(ε, μ, T )
∂ε
}
dε. (3.12)
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Figura 3.6: Conductividad ele´ctrica total dependiente de la temperatura, donde la curva en azul
es obtenida mediante integracio´n nume´rica de la Ec. (3.12), la curva trazada en cı´rculos (roja)
son los valores experimentales (tomados de la Ref. [Dolinsˇek 07]) y la curva de color negro es
obtenida al trazar la expresio´n analı´tica para dicha conductividad, Ec. (3.11). Los valores de los
para´metros usados se muestran en la segunda fila del cuadro 3.1.
En ella se puede observar el buen acuerdo que hay con las medidas experimentales y ca´lculos
nume´ricos. Para hacer mejor la concordancia se modificaron ligeramente algunos valores de los
para´metros para σˆdia(ε) dados por Dolinsˇek y colaboradores [Dolinsˇek 07] (mire cuadro 3.1).
Los valores de los para´metros D y ν para el modelo de σˆspin(ε) se muestran en el cuadro 3.1.
Cuadro 3.1: Valores de los para´metros para el modelo de σˆdia(ε) y σˆspin(ε), para el caso del
cuasicristal monocristalino i-Al64Cu23Fe13.
B δ1 γ1 α δ2 γ2 D ν
(Ω cm eV)−1 (meV) (meV) (meV) (meV) (Ω cm)−1 (meV)
Originales 2551.02 -43 241 1.13 -9 38 - -
Modificados 2518.89 -43 241 1.14 -9 38 10.2 0.943
Como se observa de la Ec. (3.11), la contribucio´n de los espines a la conductividad total
presenta una divergencia a temperaturas pro´ximas a cero. Para salvar esta divergencia la apro-
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ximacio´n para σspin(T ) es va´lida para temperaturas mayores que T valmin = 8 K (tal como se men-
ciono´ lı´neas arriba).
Otro punto importante de este modelo es que nos permite predecir la temperatura a la cual
se presenta un mı´nimo en la conductividad ele´ctrica. En el Ape´ndice B se presentan los ca´lculos
detallados para obtener esta temperatura analı´tica, T analitmin . Dicha relacio´n esta´ dada por
T analitmin =
{
3
8
ν
k3Bξ2π
5/2
D
B
}1/3
(3.13)
donde  y ξ2 se definen en el ape´ndice A.4.1. Esta´ expresio´n se escribe explı´citamente como
T analitmin =
⎧⎪⎨
⎪⎩
3
8
Dν
Bk3Bπ
5/2
⎡
⎢⎣ (γ122 + αγ221)3
(γ122 + αγ2
2
1) (γ1
4
2 + αγ2
4
1)− 4αγ1γ2
(
δ˜122 − δ˜221
)2
⎤
⎥⎦
⎫⎪⎬
⎪⎭
1/3
(3.14)
con
2i = γ
2
i + δ˜
2
i , δ˜i = δi − μ, i = 1, 2,
donde al reemplazar los valores de los para´metros dados por el cuadro 3.1 obtenemos la tempera-
tura analı´tica T analitmin 	 19.4 K la cual se encuentra dentro del rango de valı´dez en comparacio´n
con la temperatura experimental, T expmin = 21 K. Cabe mencionar tambie´n que la curva para
σ(T ) obtenida mediante integracio´n nume´rica de la Ec. (3.12) presenta un mı´nimo a la tempera-
tura T nummin = 19 K (donde T
num
min representa la temperatura nume´rica). Un resumen de esto
puede verse en el cuadro 3.2. Haciendo una comparacio´n de estas tres temperaturas podemos
notar que la expresio´n dada por la Ec. (3.14) esta´ en buen acuerdo con los datos experimentales
tal como puede verse en la figura 3.7.
Cuadro 3.2: Comparacio´n de las temperaturas en la cual ocurre un mı´nimo en la conductividad.
T expmin T
num
min T
analit
min
21K 19K 19.4K
Alternativamente a este trabajo, Dolinsˇek y colaboradores [Dolinsˇek 02] se propusieron anali-
zar el origen del mı´nimo en la conductividad de cuasicristales. Experimentalmente ellos llegan a
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Figura 3.7: Comparacio´n de las temperaturas, dadas en el cuadro 3.2, en la cual ocurre un mı´nimo
en la conductividad ele´ctrica total.
la conclusio´n de que este mı´nimo se debe a un efecto magne´tico. Adema´s, ellos emplean un mo-
delo para σˆ(ε) propuesto originalmente por Korringa y Gerritsen [Korringa 53] (originalmente
desarrollado para metales nobles con impurezas diluidas de metal de transicio´n) dado por
σˆ(ε)=
{
0 , μ− ε1 −Δ/2 < ε < μ− ε1 + Δ/2, μ + ε1 −Δ/2 < ε < μ + ε1 + Δ/2
σ0 , para otro valor de ε,
(3.15)
donde el significado de los para´metros ε1 y Δ esta´ dado en la Ref. [Korringa 53]. Con el modelo
de la Ec. (3.15) ellos llegan a la siguiente expresio´n 9 para la conductividad ele´ctrica
σ(T ) = σ0
{
1−
[
tanh
(
ε1 + Δ/2
2kBT
)
− tanh
(
ε1 −Δ/2
2kBT
)]}
, (3.16)
para lo que se considero´ que μ	εF =0.
Esta´ ecuacio´n da una descripcio´n cualitativa del mı´nimo en la conductividad ele´ctrica, tal
como lo mencionan Dolinsˇek y colaboradores [Dolinsˇek 02]. Adema´s el dicho mı´nimo ocurre a
la temperatura Tmin≈0,65ε1/kB. Sin embargo, como se discutio´ anteriormente no se consideran
efectos importantes como Hume-Rothery e hibridizacio´n sp-d lo cual si es considerado en el
presente trabajo.
9 La Ec. (3.16) se obtiene luego de reemplazar la Ec. (3.15) en la Ec. (2.5) y de realizar las respectivas integra-
ciones.
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Conclusiones
En el presente trabajo de tesis se analizo´ la influencia del espı´n electro´nico en la conductivi-
dad ele´ctrica de cuasicristales icosae´dricos. Basa´ndonos en la regla inversa de Matthiessen, Ec.
(2.13), se propuso un modelo para σˆspin(ε), Ec. (3.4). De hecho considerando dicha influencia en
la conductividad ele´ctrica se puede explicar consistentemente el mı´nimo en la misma (mire figu-
ra 3.6), el cual se da a la temperatura T analitmin , Ec. (3.14). Por ejemplo, en el caso del cuasicristal
monocristalino i-Al64Cu23Fe13 la temperatura analı´tica es T analitmin = 19.4 K, que comparada con
el valor experimental T expmin = 21 K se encuentra en buen acuerdo (mire cuadro 3.2).
Cabe mencionar tambie´n que si D fuera igual a cero, es decir si se desprecia la contribucio´n
de espines en la conductividad ele´ctrica, no se observarı´a un mı´nimo en la misma (mire Ec.
(3.14)) y la contribucio´n diamagne´tica serı´a suficiente para describir la conductividad ele´ctrica
de dicho material. Ello sucede, por ejemplo, en las pelı´culas cuasicristalinas en la composicio´n
nominal Al62,5Cu25Fe12,5 [Landauro 04] y en los sistemas Al-Pd-Re [Ha¨ussler 03] y Al-Cu-Fe
[Madel 00].
Como se menciono´ en el capı´tulo anterior ya existı´a un modelo para la conductividad ele´ctri-
ca, Ec. (3.16), propuesto por Dolinsˇek y colaboradores [Dolinsˇek 02], que explica cualitativa-
mente el mı´nimo en la conductividad ele´ctrica. Pero en el modelo propuesto por Dolinsˇek y
colaboradores no se consideran los efectos Hume-Rothery e hibridizacio´n de los orbitales sp de
Aluminio y d del metal de transicio´n, que contrariamente al modelo propuesto en el presente tra-
bajo sı´ se toman en cuenta estos efectos adema´s de darle uso a la regla inversa de Matthiessen, la
cual nos dice que la conductividad total es la suma de la contribuciones diamagne´tica (tomando
en cuenta los efectos Hume-Rothery e hibridizacio´n sp-d) y de espines.
Finalmente, la te´cnica que se presento´ para calcular la conductividad ele´ctrica a trave´s de la
Ec. (2.5) es muy potente puesto que si se conociera σˆ(ε) para cualquier modelo realista de algu´n
material se podrı´a hallar la conductividad ele´ctrica del mismo. Es ası´ que este procedimiento ha
sido empleado previamente para el caso de semiconductores lı´quidos [Enderby 90, Enderby 96]
y aleaciones meta´licas complejas en el sistema Al-Pd-Mn [Dolinsˇek 05] (mire ape´ndice A para
otros ejemplos).
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Perspectivas
A continuacio´n se comenta algunas cuestiones que permanecen abiertas y que pueden ser
materia de discusio´n para un trabajo posterior.
El modelo que se propuso para σˆspin(ε) puede ser reemplazado por otros modelos que sean
del tipo de una campana, por ejemplo: (ε − μ) = constante, sech(ε − μ), sen(ε − μ)/(ε − μ),
entre otros. Quiza´s con alguno de estos modelos se pueda llegar a un buen acuerdo con los
datos experimentales a temperaturas menores que T valmin = 8 K (que es el lı´mite para el modelo
propuesto).
Se espera dar una interpretacio´n fı´sica a los para´metros D y ν del modelo para σˆspin(ε), tal
que ν sea proporcional a la integral de intercambio J para ası´ relacionarlo directamente con el
efecto Kondo.
Similarmente a lo que se hizo para el caso de la conductividad ele´ctrica, con el modelo
propuesto para σˆspin(ε), se podrı´an hallar las expresiones analı´ticas para otros coeficientes de
transporte, por ejemplo la termopotencia, conductividad te´rmica y coeficiente Hall.
Ape´ndice A
Modelos para la conductividad espectral
En lo que sigue se halla la conductividad ele´ctrica de algunos sistemas tales como: semi-
conductores lı´quidos, transicio´n metal-aislante, aleaciones meta´licas complejas en el sistema Al-
Pd-Mn y cuasicristales. Esto se hace utilizando la Ec. (2.5) con los modelos de conductividad
espectral, σˆ(ε), dados para dichos sistemas.
De la ecuacio´n (2.5) tenemos que la conductividad ele´ctrica se expresa como
σ (T ) =
∫
dε σˆ (ε)
{
−∂f (ε, μ, T )
∂ε
}
,
donde f (ε, μ, T ) = {1 + [exp (ε− μ)/kBT ]}−1 es la funcio´n distribucio´n de Fermi-Dirac y
σˆ (ε) es la conductividad espectral. Si desarrollamos el te´rmino entre llaves se obtiene la siguiente
expresio´n
σ(T ) =
∫
dx σˆ(x)
{
ex
(1 + ex)2
}
=
1
4
∫
σˆ(x) sech2
(x
2
)
dx, (A.1)
donde se ha introducido la variable
x = β(ε− μ) (A.2)
con β = (kBT )−1 y kB es la constante de Boltzmann. A continuacio´n se dan los modelos para
σˆ(ε) de algunos sistemas y luego se halla la conductividad ele´ctrica de los mismos.
A.1. Semiconductores lı´quidos
Para el caso de semiconductores lı´quidos Enderby y Barnes [Enderby 90, Enderby 96] pro-
pusieron un modelo de conductividad espectral para dichos materiales. Esto esta´ dado por la
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Figura A.1: Representacio´n gra´fica de la conductividad espectral dada por la Ec. (A.3).
siguiente expresio´n
σˆ (ε) =
⎧⎨
⎩
αv (εv − ε) , ε ≤ εv
0 , εv ≤ ε ≤ εc
αc (ε− εc) , εc ≤ ε
(A.3)
donde εv y εc indican los bordes de las bandas de valencia y de conduccio´n, respectivamente, y αv
y αc son constantes. Cabe mencionar que este´ modelo simula dos lı´neas rectas con pendientes αv
y αc (mire figura A.1). Si tenemos en cuenta la Ec.(A.2), entonces la Ec.(A.3) puede reescribirse
como
σˆ(x) =
⎧⎨
⎩
αvβ
−1(Av − x) , x ≤ Av
0 , Av ≤ x ≤ Ac
αcβ
−1(x− Ac) , Ac ≤ x
(A.4)
donde se han introducido las variables
Av = β (εv − μ) , Ac = β (εc − μ) . (A.5)
Luego de reemplazar la Ec. (A.4) en la Ec. (A.1), se obtiene
σ(T ) =
αv
4
β−1Av
∫ Av
−∞
sech2
(x
2
)
dx − αv
4
β−1
∫ Av
−∞
x sech2
(x
2
)
dx
− αc
4
β−1Ac
∫ ∞
Ac
sech2
(x
2
)
dx +
αc
4
β−1
∫ ∞
Ac
x sech2
(x
2
)
dx.
(A.6)
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Ahora, se emplea las relaciones dadas por la Ec. (C.1) y desarrollando las integrales, se obtiene
σ (T ) =
αv
2
β−1Av
[
tanh
(
Av
2
)
+ 1
]
− αv
2
β−1
{
x tanh
(x
2
)
− 2 ln
[
cosh
(x
2
)]}Av
−∞
+
αc
2
β−1Ac
[
tanh
(
Ac
2
)
− 1
]
+
αc
2
β−1
{
x tanh
(x
2
)
− 2 ln
[
cosh
(x
2
)]}∞
Ac
,
(A.7)
Si tenemos en cuenta las relaciones equivalentes para la tanh(x/2) y ln[cosh(x/2)] , que
son dadas en la Ec. (C.12). Entonces, despue´s de desarrollar los te´rminos entre llaves se obtiene
σ (T ) =
αv
2
β−1Av
[
tanh
(
Av
2
)
+ 1
]
− αvβ−1
[
Av
1 + e−Av
− ln(1 + eAv)]
+
αc
2
β−1Ac
[
tanh
(
Ac
2
)
− 1
]
+ αcβ
−1
[
Ac
1 + eAc
+ ln
(
1 + e−Ac
)]
,
(A.8)
y despue´s de agrupar los te´rminos, finalmente tenemos
σ (T ) = kBT
[
αv ln
(
1 + eAv
)
+ αc ln
(
1 + e−Ac
)]
, (A.9)
donde Av y Ac esta´n dados por la Ec. (A.5).
A.2. Transicio´n metal-aislante
En el caso de la transicio´n metal-aislante Enderby y Barnes [Enderby 94] tambie´n propusie-
ron un modelo de conductividad espectral. Este´ modelo esta´ dado por
σˆ (ε) =
{
0 , ε ≤ εc
αc(ε− εc)ν , εc ≤ ε (A.10)
donde εc indica el borde de la banda de conduccio´n, α es una constante y ν es el ı´ndice de
conductividad [Enderby 94].
Una representacio´n gra´fica de esta conductividad espectral se muestra en la figura A.2. Si
hacemos μ = εc en la Ec. (A.2), entonces la Ec. (A.10) puede reescribirse como
σˆ(x) = α(kBT )
νxν , x > 0, (A.11)
y al reemplazar esta ecuacio´n en la Ec. (A.1), se obtiene
σ (T ) = α (kBT )
ν
∫ ∞
0
xν
ex
(1 + ex)2
dx. (A.12)
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Figura A.2: Representacio´n gra´fica de la conductividad espectral dada por la Ec. (A.10).
Luego de una integracio´n por partes, se obtiene
σ (T ) = αν (kBT )
ν
∫ ∞
0
xν−1
1 + ex
dx, (A.13)
usando una expresio´n equivalente para esta integral (mire Ec. (C.11)), finalmente tenemos
σ (T ) = αν (kBT )
ν Iν , (A.14)
con
Iν =
⎧⎨
⎩
(1− 2(1−ν)) Γ(ν) ζ(ν), ν = 1
ln 2, ν = 1,
donde Γ es la funcio´n gamma y ζ es la funcio´n zeta de Riemann.
A.3. Aleaciones meta´licas complejas en el sistema Al-Pd-Mn
Para este tipo de sistemas Dolinsˇek y colaboradores [Dolinsˇek 05] propusieron un modelo
para la conductividad espectral que esta´ dado por
σˆ (ε) = F0 + F1(ε− μ) + F2(ε− μ)2, (A.15)
donde Fi son constantes y μ es el potencial quı´mico.
Una representacio´n gra´fica de esta conductividad espectral se muestra en la figura A.3. Si
empleamos la Ec. (A.2) entonces la Ec. (A.15) puede reescribe como
σˆ(x) = F0 + F1(kBT )x + F2(kBT )
2x2, (A.16)
A.4 Cuasicristales 39
Figura A.3: Representacio´n gra´fica de la conductividad espectral dada por la Ec. (A.15).
Si ahora reemplazamos esta ecuacio´n en la Ec. (A.1), se obtiene
σ(T ) =
1
4
{
F0
∫
sech2(x/2)dx + F1(kBT )
∫
x sech2(x/2)dx + F2(kBT )
2
∫
x2sech2(x/2)dx
}
,
(A.17)
luego de una integracio´n (mire Ecs.(C.2) y (C.4)) tenemos
σ(T ) = σ0 + σ1T
2, (A.18)
con σ0 = F0 y σ1 = (π2/3)k2BF2.
A.4. Cuasicristales
A.4.1. Modelo original
Para estos materiales Landauro y Solbrig [Landauro 00], basa´ndose en ca´lculos ab-initio,
propusieron un modelo para la conductividad espectral de los mismos, que esta´ dado por la Ec.
(3.1)
σˆdia (ε) = B
{
1
π
γ1
(ε− δ1)2 + γ21
+ α
1
π
γ2
(ε− δ2)2 + γ22
}−1
,
donde, el significado de los para´metros para este modelo son definidos en la subseccio´n 3.2.1.
Una representacio´n gra´fica para este modelo de conductividad espectral se muestra en la
figura A.4.
A continuacio´n se obtiene la expresio´n analı´tica para la conductividad ele´ctrica. Para el ca´lcu-
lo de los otros coeficientes de transporte tales como termopotencia y conductividad te´rmica
electro´nica mire [Landauro 03].
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Figura A.4: Representacio´n gra´fica de la conductividad espectral σˆdia(ε).
De la Ec. (A.1) tenemos que la conductividad, como funcio´n de la temperatura, se puede
reescribir como
σ(T ) =
J0
4
, (A.19)
donde
J0(β) =
∫
σˆ(x)sech2(x/2)dx, (A.20)
la funcio´n L11 ≡ J0 (β) es llamado coeficiente cine´tico. Si hacemos σˆ(x) = σˆdia(x) entonces
tenemos que la conductividad diamagne´tica se calcula a trave´s de la siguiente relacio´n
σdia(T ) =
J dia0
4
, (A.21)
donde
J dia0 (β) =
∫
σˆdia(x)sech
2(x/2)dx, (A.22)
es el coeficiente cine´tico diamagne´tico. La conductividad espectral σˆdia(ε) ≡ σˆdia(x) puede
expresarse como
σˆdia (x) = c0P4 (x) /P2 (x)
= c0
{
a2β
−2x2 + a1β−1x + a0 +
Q1(x)
P2(x)
}
,
(A.23)
donde c0=πB(γ1 + αγ2)−1,
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P4(x) = β−4x4 − 2β−3n3x3 + β−2n2x2 − 2β−1n1x + n0,
P2(x) = β−2x2 − 2β−1q1x + q0,
Q1(x) = β
−1a3x + a4,
(A.24)
y los coeficientes
n3 = δ˜1 + δ˜2, n2 = 
2
1 + 
2
2 + 4δ˜1δ˜2, n1 = δ˜2
2
1 + δ˜1
2
2, n0 = 
2
1
2
2,
q1 = (γ1δ˜2 + αγ2δ˜1) (γ1 + αγ2)
−1 , q0 = 21
2
2 (γ1 + αγ2)
−1 ,
2i = γ
2
i + δ˜
2
i ,  = γ1
−2
1 + αγ2
−2
2 ,
con
δ˜i = δi − μ
y
a0 = 2q1a1+n2−q0, a1 = 2(q1−n3), a2 = 1, a3 = 2q1a0−q0a1−2n1, a4 = n0−q0a0.
Ahora, reemplazando la Ec. (A.23) en la Ec. (A.22), y empleando las Ecs. (C.2) y (C.4), se
obtiene
J dia0 c−10 =
4π2
3
β−2 + a3β−1H1 + a4H0 + 4a0, (A.25)
donde
Hk(β) =
∫
xk
P2(x)
sech2(x/2)dx, k = 0, 1. (A.26)
Para obtener una expresio´n analı´tica cerrada para el coeficiente cine´tico diamagne´tico, Ec.
(A.25), se expande la funcio´n P−12 (x) en serie de Taylor alrededor de la energı´a de Fermi y se
mantiene so´lo los seis primeros te´rminos (aproximacio´n uno, AU). Ası´, tomando μ 	 εF se
encuentra
H0 	 H(1)0 = H(0)0 +
28π4
15q50
(q20 − 12q0q21 + 16q41)β−4,
H1 	 H(1)1 = H(0)1 +
248π6
21q60
q1(4q
2
1 − 3q0)(4q21 − q0)β−5,
(A.27)
donde,
H(0)0 =
4
q0
(
1 +
π2
3
4q21 − q0
q20
β−2
)
,
H(1)1 =
8π2q1β
−1
3q20
(
1 +
14π2
5
2q21 − q0
q20
β−2
)
.
(A.28)
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Note que si se mantiene solamente los cuatro primeros te´rminos en la serie de Taylor de P−12 (x),
entonces la Ec. (A.28) es la integracio´n aproximada de la Ec. (A.26) (aproximacio´n cero, AC).
Ahora, se inserta la Ec. (A.27) en la Ec. (A.25) y se puede expresar ası´ el coeficiente cine´tico
diamagne´tico en la forma matricial 1
c−10 J dia0 = 4
( J00 0 J02 0 J04 0 J06 )
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
bT/kB
bT 2
b2T 3/kB
b2T 4
b3T 5/kB
b3T 6
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (A.29)
donde b = π2k2B/3 y los elementos de matriz J0j son definidos por las siguientes relaciones
recurrentes:
J00 = a0 + a4
q0
, J02 = 1 + (J00 − a0)4q
2
1 − q0
q20
+ 2a3
q1
q20
,
J04 = 21
5q20
[a0−J00 +2(J02− 1)(2q21 − q0)], J06 =
279
7q40
[
J02 − 1 + (a0 − J00)4q
2
1 − q0
q20
]
R,
donde R ≡ (4q21 − q0)(4q21 − 3q0). De la definicio´n de los coeficientes auxiliares ai y haciendo
uso de las relaciones recurrentes
n0 ≡ ξ0q0, n1 = ξ0(q1− q0ξ1), n2 = ξ0(q0ξ2−4q1ξ1 +1), n3 = ξ0
(
q1ξ2 − ξ1 − 5q0
21
ξ3
)
,
junto con
ξ4 =
21
5q0
(
1
ξ0
− ξ2 + 20q1
21
ξ3
)
,
se obtiene
J00 = ξ0, J02 = ξ0ξ2, J04 = ξ0ξ4, J06 = ξ0ξ6, (A.30)
donde se ha introducido los coeficientes fenomenolo´gicos
ξ0 ≡ γ1 + αγ2

, ξ1 ≡ −γ1δ˜1
4
2 + αγ2δ˜2
4
1
41
4
2
, ξ2 ≡ 4ξ21 +
γ1
6
2(
2
1 − 4δ˜21) + αγ261(22 − 4δ˜22)
61
6
2
,
ξ3≡ 42
5
αγ1γ2δ
341
4
2
[
(22 − 21)− 2δm1
]
, ξ4≡ 21
5
αγ1γ2
461
6
2
{
4δ221
2
2(γ1 + αγ2)−
[
4δm1 − (22 − 21)
]2}
,
1 Se preserva la forma matricial tal como se introduce en la Ref. [Landauro 03], en la cual los autores obtienen
expresiones analı´ticas para los coeficientes de transporte tales como, conductividad ele´ctrica, termopotencia, entre
otros.
A.4 Cuasicristales 43
ξ6 ≡ 1860q1
49q60
(2q0q1Qξ4 − Pξ3)R, (A.31)
con δ ≡ δ˜1−21 − δ˜2−22 , m1 = γ1δ˜2 + αδ˜1γ2, Q ≡ 2q21 − q0, P ≡ 16q41 − 12q0q21 + q20 . Los
coeficientes fenomenolo´gicos dados por la Ec. (A.31) son expresados en te´rminos de los para´me-
tros del modelo electro´nico. Esto nos permite extraer informacio´n relevante sobre la estructura
electro´nica a partir de un ana´lisis apropiado de la curva de transporte experimental a bajas tem-
peraturas, en la forma descrita en trabajos previos (Refs. [Macia´ 03] y [Macia´ 02]). J06 puede
expresarse como una combinacio´n lineal de ξ3 y ξ4, ası´ tenemos
J06 = ξ0(g1ξ4 − g2ξ3) ≡ ξ0j06, (A.32)
donde
g1 ≡ 2q0q1rQR, g2 ≡ rPR,
con r ≡ 1830q1/49q60 . Consecuentemente, haciendo uso de las Ecs. (A.30) y (A.32), se puede
expresar la Ec. (A.29) en te´rminos de los coeficientes fenomenolo´gicos como
J dia0 = 4σ0
(
1 0 ξ2 0 ξ4 0 j06
)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
bT/kB
bT 2
b2T 3/kB
b2T 4
b3T 5/kB
b3T 6
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (A.33)
donde σ0 = c0ξ0. Por eso, reemplazando el coeficiente cine´tico diamagne´tico J dia0 , Ec. (A.33),
en la Ec. (A.21), uno obtiene la expresio´n analı´tica para la conductividad diamagne´tica.
A.4.2. Modelo modificado
La conductividad espectral por parte de los espines esta´ dada por la Ec. (3.4). Entonces ha-
ciendo uso de la Ec. (A.2) con μ = εF , e´sta puede expresarse como
σˆspin (x) = D exp
[−(x/η)2] , (A.34)
con η = βν. Una representacio´n gra´fica para este modelo de conductividad espectral se muestra
en la figura A.5.
Por consiguiente, al reemplazar la Ec. (A.34) en la Ec. (A.1), se obtiene
σspin (T ) =
D
4
∫
e−(
x
η )
2
sech2 (x/2) dx. (A.35)
Esta´ ecuacio´n se integra siguiendo dos caminos alternativos, los cuales se presentan como casos
I y II. A continuacio´n se describe cada uno de ellos.
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Figura A.5: Representacio´n gra´fica de la conductividad espectral σˆspin(ε).
Caso I :
Se expande el te´rmino exp [−(x/η)2] en serie de Taylor de alrededor de x0 = 0; e´sto serı´a
va´lido para x/η < 1; es decir, (ε− εF ) < ν. Entonces tenemos
σspin(T ) =
D
4
∫ { ∞∑
m=0
(−1)m 1
m!
(
x
η
)2m}
sech2 (x/2) dx,
=
D
4
∞∑
m=0
(−1)m 1
m!
1
η2m
∫
x2msech2(x/2)dx,
=
D
4
{∫
sech2(x/2)dx +
∞∑
m=1
(−1)m 1
m!
1
η2m
∫
x2msech2(x/2)dx
}
.
(A.36)
Reemplazamos la Ec. (C.2) en la Ec. (A.36) y teniendo en cuenta que η = ν/kBT entonces
se tiene
σspin(T ) = D
{
1 +
∞∑
m=1
(−1)m (2
2m − 2)
m!
Bm π
2m
(
kBT
ν
)2m}
. (A.37)
Si se expande esta´ ecuacio´n para algunos te´rminos, tenemos
σspin(T ) = D
{
1− π
2
3
(
kBT
ν
)2
+
7π4
30
(
kBT
ν
)4
− 31π
6
126
(
kBT
ν
)6
+ · · ·
}
. (A.38)
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Caso II :
Para este caso tenemos en cuenta que sech2(x/2) es igual a la derivada con respecto a x de
2 tanh(x/2); por consiguiente la Ec. (A.35) puede reescribirse como
σspin(T ) =
D
4
∫
e−(
x
η )
2 d
dx
[
2 tanh(x/2)
]
dx. (A.39)
Luego de una integracio´n por partes, se obtiene
σspin (T ) =
D
η2
∫
xe−(
x
η )
2
tanh (x/2) dx. (A.40)
Si empleamos la serie de Taylor de tanh(x/2) alrededor de x0 = 0, va´lido para |x2 | < π2
(mire [Dwight 57]); es decir, |ε− εF | < πkBTmin, entonces se tiene
σspin(T ) =
D
η2
∫
xe−(
x
η )
2
{ ∞∑
m=1
(−1)m−1 22m (22m − 1)
(2m)!
Bm
(x
2
)2m−1}
dx,
=
D
η2
∞∑
m=1
(−1)m−1 2 (22m − 1)
(2m)!
Bm
∫
x2me−(
x
η )
2
dx,
(A.41)
las integrales de este tipo son dadas en la Ec. (C.10). Ası´ se obtiene
σspin(T ) =
D
η2
∞∑
m=1
(−1)m−12(22m − 1)
(2m)!
Bm
Γ [(2m + 1)/2]
(1/η2)(2m+1)/2
, (A.42)
por consiguiente se reemplaza el valor de η = ν/kBT y se obtiene
σspin(T ) = D
∞∑
m=1
(−1)m−12(22m − 1)
(2m)!
Bm Γ [(2m + 1)/2]
(
ν
kBT
)2m−1
. (A.43)
Si se expande la ecuacio´n anterior para algunos te´rminos, tenemos
σspin(T ) =
D
√
π
4
{
ν
kBT
− 1
8
(
ν
kBT
)3
+
1
32
(
ν
kBT
)5
− 17
1536
(
ν
kBT
)7
+ · · ·
}
. (A.44)
Ape´ndice B
Temperatura en la cual ocurre un mı´nimo
en la conductividad ele´ctrica
En lo que sigue se obtiene la expresio´n analı´tica para la temperatura en la cual se presenta un
mı´nimo en la conductividad ele´ctrica. Ası´ de la Ec. (3.11) tenemos
σ(T ) = σ0[1 + ξ2bT
2 + ξ4b
2T 4] +
D
√
π
4
{
ν
kBT
− 1
8
(
ν
kBT
)3
+
1
32
(
ν
kBT
)5}
.
Puesto que se trabaja a temperaturas menores que 90 K (pues a estas temperaturas se presenta
la disconformidad entre los valores experimentales y los resultados nume´ricos), so´lo se van a
considerar dos te´rminos en σdia(T ) y un te´rmino en σspin(T ). Entonces tendrı´amos
σ(T ) = σ0(1 + ξ2bT
2) +
D
√
π
4
ν
kB
1
T
. (B.1)
Para obtener la temperatura en la cual se ocurre un mı´nimo en la conductividad ele´ctrica tenemos
que tomarle la derivada a la Ec. (B.1) con respecto a T , y luego la expresio´n que se obtiene se
iguala a cero. Una vez obtenida dicha expresio´n se despeja T
T analmin =
{
D
√
π ν
8σ0 ξ2 b kB
}1/3
, (B.2)
donde T analmin representa la temperatura analı´tica y los coeficientes b, σ0 y ξ2 esta´n dados por
b =
π2k2B
3
, σ0 =
πB

, ξ2 = 4ξ
2
1 +
γ1
6
2
(
21 − 4δ˜21
)
+ αγ2
6
1
(
22 − 4δ˜22
)
61
6
2
, (B.3)
con
 = γ1
−2
1 +αγ2
−2
2 , ξ1 = −
γ1δ˜1
4
2 + αγ2δ˜2
4
1
41
4
2
, 2i = γ
2
i +δ˜
2
i , δ˜i = δi−μ, i=1, 2. (B.4)
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Por otro lado, ξ2 puede escribirse explı´citamente como
ξ2 =
1
261
6
2
{(
γ1
2
2 + αγ2
2
1
) (
γ1
4
2 + αγ2
4
1
)− 4αγ1γ2 (δ˜122 − δ˜221)2
}
(B.5)
Por consiguiente, si reemplazamos las Ecs. (B.3) y (B.5) en la Ec. (B.2) se obtiene la expre-
sio´n explı´cita para la temperatura analı´tica
T analmin =
⎧⎪⎨
⎪⎩
3
8
Dν
Bπ5/2k3B
⎡
⎢⎣ (γ122 + αγ221)3
(γ122 + αγ2
2
1) (γ1
4
2 + αγ2
4
1)− 4αγ1γ2
(
δ˜122 − δ˜221
)2
⎤
⎥⎦
⎫⎪⎬
⎪⎭
1/3
, (B.6)
donde
2i = γ
2
i + δ˜
2
i , δ˜i = δi − μ, i = 1, 2.
Ape´ndice C
Relaciones matema´ticas u´tiles
A continuacio´n se presentan algunas integrales u´tiles y equivalencias que son usadas en el
presente trabajo.
(1) Integrales cuyo integrando son de la forma xnsech2(γx)
i) Cuando los lı´mites de integracio´n son x1 y x2
∫ x2
x1
sech2(γx)dx =
{
1
γ
tanh(γx)
}x2
x1
,
∫ x2
x1
x sech2(γx)dx =
{
1
γ
x tanh(γx)− 1
γ2
ln [cosh(γx)]
}x2
x1
.
(C.1)
ii) Cuando los lı´mites de integracio´n son −∞ y +∞
∫
sech2(x/2)dx=4,
∫
x2sech2(x/2)dx=4
π2
3
,
∫
x4sech2(x/2)dx=4
7π4
15
,
∫
x6sech2(x/2)dx=4
31π6
21
,
y en general ∫
x2msech2(x/2)dx = 4(22m − 2)π2mBm, (C.2)
donde Bm son los nu´meros de Bernoulli, y algunos de estos valores son
B1 =
1
6
, B2 =
1
30
, B3 =
1
42
, B4 =
1
30
, B5 =
5
66
, B6 =
691
2730
, B7 =
7
6
, (C.3)
para algunos valores ma´s de Bm mire [Spiegel 70]. Adema´s∫
x2m+1sech2(x/2)dx = 0 ∀ m ≥ 0. (C.4)
50 C. Relaciones matema´ticas u´tiles
Una deduccio´n de la integral dada por la Ec. (C.2) se da a continuacio´n. Sea
Wm =
∫
x2msech2 (x/2) dx. (C.5)
Las integrales de este tipo, Wm, se pueden expresar como (mire el Ape´ndice C de la Ref.
[Ashcroft 76])
Wm = 4 (2m)! am (C.6)
donde am es escrito usualmente en te´rminos de la funcio´n zeta de Riemann, ζ(m), como
am = 2(1− 21−2m)ζ(2m) (C.7)
donde
ζ(m) = 1 +
1
2m
+
1
3m
+
1
4m
+ · · · . (C.8)
Para pocos valores de m (m ≤ 10), ζ(2m) tiene la forma de (mire [Jahnke 45])
ζ(2m) = 2
2m−1 π
2m
(2m)!
Bm (C.9)
donde Bm son los nu´meros de Bernoulli. Ası´ la Ec. (C.5) se puede reescribir como
Wm =
∫
x2msech2 (x/2) dx = 8
(
22m−1 − 1) π2mBm
(2) Integrales cuyo integrando son de la forma xn exp(−ax2) y xν−1(1 + eν)−1∫ ∞
0
xn exp(−ax2)dx = Γ [(n + 1)/2]
2a(n+1)/2
, (C.10)
Iν =
∫ ∞
0
xν−1
1 + ex
dx =
⎧⎨
⎩
(1− 2(1−ν)) Γ(ν) ζ(ν), ν = 1
ln 2, ν = 1,
(C.11)
donde Γ es la funcio´n gamma (mire [Spiegel 70]), y para obtener la Ec. (C.11) mire [Abramowitz 72].
(3) Relaciones equivalentes para tanh(x/2) y ln [cosh(x/2)]
x → −∞ x →∞
tanh
(
x
2
)
(ex − 1)/(ex + 1) (1 − e−x)/(1 + e−x)
ln
[
cosh
(
x
2
)] − x
2
+ ln (1 + ex)− ln 2 x
2
+ ln (1− e−x)− ln 2
(C.12)
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